DM 41 : un corrigé

Ce probleme s’inspire tres largement de la premiere moitié du sujet de Centrale MP
2011.

Partie I : Formule de Taylor

1°) Soit n € N. Notons R(n) la propriété suivante :

n —a k b AY )
o+ L@+ L e a

Pour n = 0, f étant de classe C* sur [a,b], d’apres le cours, f(a / 1t

ce qui prouve R(0).
Pour n > 0, supposons R(n). En intégrant par parties,
[ gy an = [ O o)y [P O oy
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donc d’apres 'hypothese de récurrence,
n (b . a)k ) (b _ a)n—i—l (nt1) /b (b _ t)n-H (n12)
—_— —f\" —f" t) dt
a>+Z1 O T /@ | T ) di e
qui prouve R(n + 1).
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, R(n).
2°) Soit z € RY.
o Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral a f(t) = e entre a = x et

f k 0 (0 B t)n n+1 _—t
b = 0. On obtient que f(0 Z — )" + (—1)"" e™" dt, donc
- n!
"Lk 1 [ v " gk
1= —e T4+ — t"e~" dt. On en déduit que t"e~! dt = nl (1 — _z>.
prd k! n! 0 k'
¢ En conservant l’entler n fixé, on fait maintenant tendre x Vers +oo D apres le
théoréme des croissances comparées, pour tout k € {0,...,n}, zFe™ T 0, donc
T—r+00

x
/ t"etdt — nl.
0 T——400



+00 +oo
Cela signifie que / t"e~'dt est définie et que / t"e~tdt = nl.
0 0

3°) On applique la formule de Taylor avec reste intégral entre k et k+ 1 :
Flk+1) ) + Z f(h /]Cle Mf(nﬂ)(t) dt
h! & '

n!
En effectuant le changement de variable ¢ = x + k, on obtient que

flk+1) = Zh'f E/O FO (@ + k)1 — z)" da.

Partie Il : Convergence des séries de Riemann

4°) Pour tout x € [k — 1,k] C [a, +o0|, f(x +1) < f(k) < f(z) par décroissance de f
k k k
donc flz4+1)de < f(k)dz < f(z)dz, soit, en effectuant le changement

k—1 k—1 k-1
k+1 k

de variable t = x + 1 dans la premiere intégrale, flz)de < f(k) < f(z)dx
k k=1

5°) Si a > 1, on a donc, en appliquant ce qui précede a f : ¢ +— -& qui est bien

tO(
continue et décroissante sur [1, +oo],

n

1 " dt 1 " 1 1
Vn € N — <1 —=14|—— =1 — <1
" D= ke T +/1 to +{(1—o¢)ta—1L +oz—1 (v — 1)no—t — +oz—1

1
et la série Z — est une série a termes réels positifs dont la suite des sommes partielles
n
n>1
est majorée : elle est donc convergente.
Si a < 1, on a donc, en appliquant la question 4 a f : t +—
décroissante sur [1, +o0],

T qui est continue et

"1 "1 L Qe "
Vn €N, Zk—azzzz/l 7:[1n(t)]1+1:1n(n+1) — +00
k=1 k=1

1
et la série Z — est donc divergente.
n

n>1

o 1 . .
Ainsi E — converge si et seulement si o > 1.
n
n>1

6°) La majoration a été vue lors de la question précédente et la minoration est

1 1
immédiate car T = 1, donc Voo > 1, 1 < S(a) <1+ o1
(0% o —




Partie III : Premiere étude asymptotique du reste

7°) Soit n, N € N* avec 2 < n < N. D’apres la question 4,

/N+1 dt _ / /N dt [ 1 ]N . 1 4
or _— | — —_— onc
n te ka - to” n ¢ (1—a)te-tlp Notoo (a—1)not’
en faisant tendre N vers +o0o dans I'encadrement précédent, on obtient que
1 1
— < Rn < )
(o = et = (@) = Gy Ty S
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0 < Ru(a) — < ( - ) 0
< Fula) (a—=1)ne=t —a—1\(n—1)2"1 npo-l :
1 1 1 ( 1 1)
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onc — = 0O(—), ce qui démontre que
a—1\(n—1)>"1 pol pa ) 4 d

0 < R,(a)— m < O(%), donc que R, (o) = (é_ +0 (i) )

a—1)net

8°) D’apres la question 3, avec n = 2,

PR+ = 1004 70+ 55709+ [ O+ 00 -
. 1 « ala+1)
Or vVt e R, f'(t) = et f(t) = et FO) = BT On a donc
I a1 ala+1) 1 (1-1t)? I a1
kE+1)— f(k)=—— = dt = — — ———
f( + ) f( ) k}o‘ 2 k?O"H + 2 /0 <k+t)a+2 ka 2 ]{JO‘"H + k
ala+1 |
avec 0 < A < ( 5 )/o ka”dt.
. 1 a1 ala+1) 1
OnadoncVk € N*, f(k+1)— f(k) = T T 3 jatl + Ap avec 0 < Ay, < — 5 ar
9°) On peut écrire I'égalité ci-dessus sous la forme
1 a 1
—=f(k+1) —f(k)+§ka+1 — Ay avec Ay = O (122).
La série Z f(k+1)—f(k)) est une série télescopique qui converge puisque f(n) - 0
n——+0oo

k>1

. 1 . .
et les séries E et E sont des séries de Riemann convergentes. On a donc
ka+1 ka+2 )

k>1 k>1
+oo

par linéarité de la somme, R, (a) = —f(n) + % R,(a+1)— Z Ag. Or, par sommation
k=n



+oo
de relation de comparaison pour des séries convergentes, on a Z A, = O(R,(a+2)).

k=n
D’autre part d’apres la question 7 appliquée a o + 1 et o + 2,

1 1 1 1 1
Ry(a+1) = ——+0 (na+1> et Rn(a+2) = WJFO (na+z> =0 (na+1)'
1 n 1 . 1
(Of _ 1)na71 Qna naJrl

Finalement, R, (o) =

Partie IV : Nombres de Bernoulli
10°) Soit f une fonction de classe C* de I dans C.
o Pour p = 1, posons g = f. Alors ¢ = f’, donc ¢ = f' + sz @0 car la

derniere somme est vide. Ceci démontre qu’en choisissant , la propriété R(1)

est vérifiée.

o Pour p = 2, soit a; un réel pour le moment quelconque. Posons g=f+a f’

Alors ¢’ + 1g” =f'4+a f"+ %(f” + ay f®). Ainsi, en posant |a; = —1 et bio = Z ,
p—1

Jg+ig" =1+ Z b, fPH9 de sorte que la propriété R(2) est vérifiée : en effet, a; et

=1
by 2 ne dépendent pas de f.
11°) Soit f une fonction de classe C* de I dans C.

P
Prenons a, pour le moment quelconque et notons g = Z apf (k)
k=0
Posons h = Z arf® . de sorte que g = h + apf(p)
k=0
—
D’apres R(p Z h(J =f'+ Z be, fP) donc
=1
p+1 1 P 1 1 p+1
() p— €) B p+D) (p+34)
g = —hY + — +a f
p—1 1 p—l p+1 a
el S o 5 G
=1 " k=0 j=2
p—1 1 p—1 p+1 a
— f (t+p) (k+p+1) 2P ¢(p+i)
=+ bepfP + (pH)!Zakf +Zﬂf
(=2 k=1 j=2
b frD) A0 ppt) (p+1).
-+ l,pf + (p—|— 1)'f +apf
b do
ap = — -
Posons |ap 1p 1| Alors,




-1 p

p+1 p—2

1 .. a

—,0) — ¢ (p+1+€) p+1+€ P (p+1+0) ;
J}Zlij!g =12 besf § o f D g e an

= (=1

p
est bien de la forme f’—l—z bl7p+1f(l+p+1) si l’on convient que pour tout ¢ € {1,...,p—2},
=1

ay ap (p—1 ap ap
b =b b, = — et b =
C,p+1 {+1,p + (p + 1)| _l_ (6 + 1)[ , que p—1,p+1 (p + 1)| + p' S p,p+1 (p + 1)|

Par hypothese, (ao, . ..,ap—1) et (byy)2<k<» ne dépendent pas de f, donc c’est encore
1<¢<k-—1

le cas pour a, et (by,11)1<e<p, ce qui prouve R(p + 1).

12°) Soit p € N*. Soit = € R. Ecrivons R(p) lorsque I = R et que f est 'application
t — e, qui est bien de classe C™ sur R

1
on a alors Vt € R, ¢(t) = pz apf(t Z arz™e™ donc, pour t = 0,
k=0
1 2p—1 ax '
>0 -3 (z SR M DY
j=1 j j= 1 =1 Jj+k=i J
1<j<p, 0<k<p-1
-1
_aox—i—Z(Zalj)xl_i_pZ Z ﬂ: LHP
' =1 g+k=l+p J:

ISP, USR>S

et
—1
Z ]l : )+ Z by fEP(0) = + pz: byt
= —1

Cette égalité étant vraie pour tout z € R, les polynomes concernés ont les mémes

i e ;
coefficients. On en déduit que ag =1 et Vi € {2,...,p}, Z ,'] =0, donc
=2

;—
Ai—1 = — E

|
=2
ptl
+ 1. On obtient que Vp > 2, a, = Z pﬂ ’
=

13°) On utilise la relation précédente :
aq Qo 1 1 3 2 1
o= (B o (DI D32 e [T

2! 3! 4 6 12 12 12
jay ar agy 101 1
o a=—(G 5 +y) = (5515 tar) done (=0
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Ainsi !
ylag = —=—1.
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14°) Montrons que |a,| < 1 par récurrence sur p.
La propriété est vraie pour p=0et p=1caray=1et a; = —%.
Soit p > 2. Supposons que pour tout k € {0,...,p — 1}, |ag| < 1. Alors d’apres la
p+1 p+1
a a
question précédente, |a,| = Z pH ] Z ’ pH ]’ , donc d’apres I’hypothese de
j=2
p+1 1 400 1
récurrence, |a,| < Z - < S =e—-2<1L
A

D’apres le principe de récurrence, Vp € N, |a,| < 1.

15°) Soit z € C tel que |z| < 1. D’apres la question précédente,

Vp € N, |a,2?| < |z|P, or Y |2|P est une série géométrique convergente car |z| < 1, donc
Z a,z? est absolument convergente.

peEN

16°) Soit N € N*. Par distributivité,

N N
" a
< E —'> ( E apzp) = E I; 2Z"P_ puis par sommation par paquets,
n! n!
n=1 p=0

1<n<N
0<p<N
N . N N
A ap . a
— a,z? ) = KN By (2), ot By(z) = L pntp=N—1
| p ! ! l
n! n! n!
=1 p= = n+p==k 1<n<N
>1 0<p<N
"= nfp%\ul

= 0 d’apres la question 12,

k
Si k> 2, Z =y G
n=1

N N
et si k =1, % = ap = 1, donc <Zz—> (Zapzp> = 24 2V By(2). 11 reste

n+p==k ’ n=1 p=0

donc & montrer que 2Nt By(z) — 0.
N—+o00

Or, pour tout n,p € Ntel quen+p > N + 1,

pn+pN1
|

‘ < 1, donc par inégalité
n!

triangulaire, |By(z)| est inférieur au cardinal

de {(n,p) € {1,...,N} x{0,...,N}/n+p > N + 1}, donc est inférieur & N(N + 1).

Ainsi, 0 < |2V By (2)] < 2|V TIN(N +1) e 0 d’apres le théoreme des croissances
—+00

comparées, car |z| < 1. Le principe des gendarmes permet de conclure.

17°) Soit z € C* tel que |z|] < 1. On fait tendre N vers +oo dans la question
précédente. Les séries concernées étant convergentes,



n

+o0 +o0
on obtient que (Z %) (Z apzp> =z, donc (e — 1)p(z) = z.

Supposons que e = 1, alors en passant aux modules, ef°*) = 1, donc Re(z) = 0. Ainsi,

il existe 6 € R tel que z = if. Alors € = 1, donc 0 = O[27r], donc il existe k € Z tel
que z = 2ikm, or z # 0, donc |k| > 1 puis |z| > 27 > 1, ce qui est faux. Ainsi, e* # 1,
Z

ce qui permet d’écrire que ¢(z) =

e — 1
n +oo
18°) Soit n € N. On peut écrire ¢(t) = Zaktk +t"g(t), ou g(t) = Z apt™",
= k=n+1

Il s’agit donc de montrer que ¢(t) = 0.
—

D’apres la question 14, on a par inégalité triangulaire :
+o0
|t |

0 < ol < 3 I = o

k=n+1

— 0. Le principe des gendarmes permet de

conclure.

19°) Soit ¢t €]—1, 1[. Posons 1 (t) = ¢(t)+5. ¢ est paire sur | —1, 1[. En effet, d’apres la
t t 20+t —1) tel+1 el g et
L = y(-)

question 17, 1(t) = ) + 1 21 T o1 9 etz _et2
or ¥(t) = p(t) — ait, donc d’apres la question précédente, pour tout n € N avec n > 2,
ona(t) =1+ Zaktk + o(t") et Y(t) = Y(—t) = 1+ Zak D)kt* + o(t™), donc

k=2
d’apres 'unicité du développement limité, pour tout £ E N , Qokt11 = —agk11, donc

asks1 = 0.

Partie V : Seconde étude asymptotique du reste

1
20°) Si f(z) = W alors f donc g sont de classe C°° sur R%. On peut ainsi
—Q)xrT
appliquer la questlon 3 a g avec n = 2p :
1 1
glk+1) =g(k +Z ‘g]) i / @D (] 4 ¢) (1 — )% dt
= Jo
2p—1
+ Z bf €+2p)
» (”zl
+—/ a; fOTP D (| + t)) (1 —t)*dt.
|

o1 (e +n—2)

On établit par récurrence sur n que, ¥n € N*, Vo € R, f™(z) = (=1)"~ =
xa n—

donc



4p—1

o (a+n—2
Z bn—2p,2p(_1)n 1 ( )

a1 ka+n71
[ 4
o (at+n—2) )
+/ Uy —zp-1(—1)""" (1 —1¢)°Pdt
0 n=2zp+1 ’ (2p)!(k + t)otn=t
4p—1 oz~~~(04—|—n—2)
Z ‘bn—Zp,Zp‘ fotn—1
n=2p+1
(a+n—2) )
Z|an 2p— 1| atn_1 (].—t)pdt
/ (n ] k—l—t) +
4p
QAp—2p— Comta
< Z (‘anP,QP‘ + %) a--(a+n-— 2)] f~(@pte)
n=2p+1 D):

en convenant que by o, = 0.
Notons A la quantité située entre crochets. Elle est indépendante de k, donc, p et «
étant fixés, A € R, Vk € N*,  |R(k)| < Ak~ Crte)

1
21°) D’apres la question précédente, R(k) = O <k2 — ) et 2p + a > 1 donc la

série E R(k) est convergente et on a, par sommation des relations de comparaison,

k>1
9] 1 7 \ .
; R(k)=0(R,(2p+ «a)) =0 (W) d’apres la question 7.
=n 1
Or R(k)=g(k+1) —g(k) — P

2p—1 .
- —_9
ou g(k) = (1_(;# + E ai(—l)l_la liji—i ) T 0 0, car a > 1, donc la
i=1

série télescopique Z(g(l{: + 1) — g(k)) converge et on a Z R(k) = —g(n) — R,(«).

k>1 k=n
1
On en déduit que R, () Z R(k n)+0 et ) De plus, p > 2,

donc d’apres la question 19, agp_1 = O Ceci donne

D22 Ru(@) = —(aof(n) +auf (n) + aaf"(n) + - + azy-2f @D (n) ) + O (ﬁ) -

22°) Pour p = 3, il vient
1 1 1 2 1
Rn(a):—( B o« +a(a+ )(a + ))+O( +5> soit, en
/rLOé

(I —a)ne—t  2pn>  12not! 720nat3

- 1 1 1 1 1
particulier, R, (3) = o7 + 573 + 11 To +0 (ﬁ) ,




