Feuille d’exercices 17.
Corrigé de quelques exercices.

Exercice 17.8 :

Pour n suffisamment grand, 2n?+an+1 > 0, donc > _ a,, est définie, quitte & la tronquer
a un ordre convenable.

oo mn? ) anw + T
a, =sin(= — ————) =sin(————),
2 2n24an+1 4n? + 2an + 2
a (" )Tt o(by)
onc a, = sin(——— =) = sin(—(a =),
4n1+i+# 4n n

2n

am 1
done a, = 2% + O(—).
one a, = -+ (n2)

1 1
Sia # 0, > a, diverge, car Z— diverge et 2_2 converge, et si a = 0, > a,
n n

converge.

Exercice 17.14 :
(="
Vi
. - (=" I .
[Ici, les séries > u, et > n’ont pas nécessairement la méme nature, car elles ne sont pas de

NG

signe constant & partir d’un certain rang. Cependant, cet équivalent n’est pas complétement inutile.]

Up ™~

On en déduit que |u,| ~ N donc la série > u, n’est pas absolument convergente.
n

Elle est divergente ou semi-convergente.
[ Péquivalent précédent ne permet pas de conclure. On recherche donc une information asymptotique

plus fine.]

B (—1)"\/ﬁsin<\/iﬁ)

1 1 1 1 1
—— 4+ o0(=) ~ ——, donc E (—— 4 o(=)) est divergente. D’autre part, d’apres le
n
(="
Vn

théoreme spécial des séries alternées, la série g est convergente, donc Y u, est

une série divergente.



Exercice 17.22 :
On pose t = 1 — z, de sorte que t tend vers 0 lorsque x tend vers 1. Alors
=V1-t+/1—-¢
(1 it (1 -5+ 3(=D% +o(t?):
—(2-%-% + o(t?))z
= V2( —Z—E+o(t2))%
=V2(1 =31+ L +o(t)s —
= v2-u - /aB (2
done f(x) = V2 + 22(x — 1) — B2 (z — 1)2 + o (w — 1)?).
Exercice 17.24 :

Premier cas. On suppose que a < 0.
In(n) + (=1)"n* ~ In(n), donc il existe N € N tel que, pour tout n > N,
In(n) + (—1)"n® # 0. Ainsi, la série Z u, est définie.

n>N

De plus, u,, ~ Z n( est une série de Bertrand.]
n>2

1 1
— =0 ) or la série de Riemann Z

1
VZRRTOL 2 Vi
Deuxiéme cas. On suppose que o > 0.
In(n) + (=1)"n® ~ (=1)"n®, donc il existe M € N tel que, pour tout n > M,
In(n) + (—=1)"n® # 0. Ainsi, la série Z u, est définie.

(1" N

«Q

diverge, donc Y u,, est divergente.

De plus, u,, ~
e Sia>1,lasérie ) u, est absolument convergente.
e Supposons que « €]0, 1].
[Ici, les séries > u, et >, (72)71

signe constant & partir d’un certain rang. Cependant, cet équivalent n’est pas complétement inutile.]

n’ont pas nécessairement la méme nature, car elles ne sont pas de

1
On en déduit que |u,| ~ —, donc la série ) u, n’est pas absolument convergente. Elle
n

est divergente ou semi-convergente.

[ Péquivalent précédent ne permet pas de conclure. On recherche donc une information asymptotique

plus fine.]
1" 1 1
Uy = (1) X ; or — — 0, donc
nt T B e s
(=) ,1n(n) In(n).\  (=1)" In(n) In(n)
s (1_(_1) ne +ol n )> T pe p +ol n2e )

¢  Supposons que 2a > 1.

, In(n) In(n) In(n) 1
Il existe 'y 6]1 2a]. ”?a) + o( o ) ~ ol O(H)’
donc Z n2 ) est convergente.
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(—1)”

De plus, d’apres le théoreme des séries alternées, la série converge, donc la

série > u, est semi-convergente.
o Supposons que 2a < 1.

In(n) N O(ln(n)) N In(n)

Alors, pour tout n > 3,

1 l
donc ) I;(ZZ) + o 7:1(2 >) diverge. On en déduit dans ce cas que ) u, est divergente.

En résumé, ) u, diverge lorsque o < 3, elle est semi-convergente pour o E] 1] et
elle est absolument convergente lorsque a > 1.

Exercice 17.25 :

(n+ 1) = exp((1 + L) In(n + 1)),
orIn(n+1) =In(n(1+ 2)) = In(n) —|— In(1+ 1) =1In(n)+ < + o(+), donc
In(n) +of In(n) In(n)

Or In(n) — 0, donc (n+1)"*a =n 1—|- (1n7(ln))> =n+In(n) + o(ln(n)).

n n——+oo

(n-+ 1) = cap(In(n) + >) - exp(ln( exp (B o 20)y).

De méme, (n+ 1) n o= ea:p((l — —)( n(n)+— +0( ))) = nexp(—lnin) +0<ln(n) )),

donc (n+ 1) % =n —In(n) + o(ln( )).
21In(n)

Ainsi, a, ~ [l s’agit d’une série de Bertrand.]

¢ Premier cas. Supposons que « < 1.
21In(n)
nO[
¢ Deuxieéme cas. Supposons que « > 1.

21n(n) 1
- = O<n ) donc > a,, est convergente.

Alors, pour n > 3,

2
> —, donc ) a, diverge.
n

Il existe v €]1, af.
Exercice 17.28 :

Inz
1°) Pour tout z > 0, posons f(x) = —.
11 ’
—Inz
f(x) = 5— donc [ est croissante entre 0 et e puis décroissante entre e et +00
x

(représenter ceci en tragant le tableau de variations de f). De plus, lorsque = varie
entre 0 et e, f(z) varie de —co a %, puis lorsque z varie de e a +o00, f(z) décroit de %
a 0.

f étant continue, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique
x €]0, €] tel que f(x) = —n.

2°)  f réalise une bijection continue strictement croissante de |0, 1] dans R* , donc f~!
(

est également continue et strictement croissante et z, = f~'(—n) — 0 d’apres le
n—+oo

théoreme de la limite monotone.

3°) Soit n € N*. On sait que In(z,) + nz, = 0, donc en ajoutant Inn, on obtient que
Inn = In(nz,) + nx,,
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or nr, = —Inx, — 400, donc par composition et d’apres les croissances comparées,
n——+o0o

In(nz,) = o(nz,).

. : 1

Ainsi, Inn = In(nx,) + nx, ~ nz,, ce qui montre que |z, ~ anl
n

Remarque : On peut poursuivre le développement asymptotique :

1 1. Inn n 1
n=——In(r,) = ——In(—mr,—) = ——(In(lnn) -1 1)),
x - n(z,) - n( — ) n(n(nn) nn+o(1))

"Inn
Inn  In(lnn) 1

donc z,, = + o(—).
n n n
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