Feuille d’exercices 18.
Corrigé de quelques exercices.

Exercice 18.11 :
¢ Par récurrence, on montre que, pour tout n € N, u,, est défini et u,, € R,.
Ainsi, on peut écrire que, pour tout n € N, u,.; = f(u,), ou f est Papplication

1422
32’ de R, dans R, .

¢ f est dérivable sur R, et, pour tout x € R,
o) = (1+4z)(1 + 3z) — 3(z + 22?%) _ 622 + 4z + 1 -0
(1+ 3z)? (14 3x)?
Ainsi, f réalise un C*°-difféomorphisme de R, dans f(R,).

De plus, f(0) = 0 et au voisinage de +oo, f(x) ~ %m —+> +00, donc f est un
T—>+00

e

C*°-difféomorphisme de R, dans lui-méme.

o x)—xr = —

f(z) 143z
converge vers [ € R, tel que f(I) — 1 =0, donc I = 0. On a donc montré que u, tend
vers 0 en décroissant.

o Pour rechercher un équivalent de u,,, appliquons la méthode “classique” suivante :

on cherche a € R tel que uf , —u, — L € R puis, par sommation des équivalents,
n—-+oo

< 0, donc (u,) est décroissante et minorée par 0. Ainsi, elle

on en déduit un équivalent de u.
Iei, v, —ud = ud([(1 4 2u,)(1 — 3uy, + o(uy))]* — 1), car u,, — 0, donc
—

n—-+00
sy —u = u¥(l = au, — 1+ o(uy)) = —aud™ + o(u2tt). Ainsi, pour @ = —1, on
obtient : -— — 1

unJrl Uy, n—>+00
La série Y 1 diverge grossierement, donc par sommation des équivalents,

n—1
1 1 . 1
Z( _ _) ~ n, ce qul montre que u,, ~ o

u u
=0 Wk+1 k

Exercice 18.16 :

1°) Supposons que f/.p est injective. f étant dérivable, elle est continue. On sait
alors que fyq est strictement monotone. Mais f'(a) < 0, donc f'(b) < 0, ce qui est
faux. Ainsi, f/j.p nest pas injective, donc il existe (o, 8) € [a,b]* avec v < [ tel que
f(a) = f(B). D’apres le lemme de Rolle, il existe ¢ €]a, 5[Cla, b] tel que f'(c) = 0.



2°) Une partie de R est un intervalle si et seulement si elle est convexe. Il s’agit donc
de montrer que, si (4, B) € f'(I)* avec A < B, [A, B] C f'(I).

Soit C' €]A, B[. 1l existe (a,b) € I tel que A = f'(a) et B = f'(b).
flla)—C=A—-C<0et f'(b) —C > 0.

Notons g(t) = f(t) — Ct. g est définie et dérivable sur /. De plus, ¢'(a) < 0 et ¢’'(b) > 0.
Appliquons le résultat de la premiere question en substituant f par g. Il existe ¢ €|a, b]

tel que ¢'(¢) = 0. Or ¢'(¢) = f'(¢) — C, donc C = f'(c) € f'(I). Ainsi, [A, B] C f'(I).
Exercice 18.17 :

Posons f(z) = /2 — x. f est décroissante et continue sur | — 0o, 2].

o Sixg > 2, x1 n'est pas défini.

o Sixg < —2, 9 n'est pas défini.

o Pour la suite, on suppose que xy € [—2,2].

f([—2,2]) =[0,2] C [-2,2], donc la suite (z,,) est bien définie et elle est a valeurs dans
[—2,2].

f=l<=1l=V2-I1l<=(1>0etl?+1—-2=0).0r P+1—-2=(1-1)(+2),
donc f(l) =l<=1=1.

e Premiere méthode : Graphiquement, on devine que x,, — 1. On démontre alors
n—-+00

cette propriété par majoration de |z, — 1|.
f([0,2]) = o, \/5] donc des que n> 2 r, € [0,+/2]. Alors,
-1 |z, — 1]

T — 1] = [V2 — |—\ | < )

V2 f”n+1 V2-V2+1

—1

2 | — 0, ce qui prouve que z,, — 1.
\/2— —|—1 n—2 n—+oo n—-+00
e [Deuxieme methode : On etudle f o f. On suppose que zg € [0, \/5]
fof(x)>r+=2*<2—-V2—0<+=2-2*>V2—r<<=4+2'— 42> >2 -1,
donc fof(r) >z<= a2t -4’ +2+2>0<= (z—1)(2*+2>-32—-2) > 0 <=
(x —1)(x+2)(z> —2—1) > 0.

donc |z, —

1++v5

, ainsi, sur [0,v/2], 22 — 2 — 1 < 0.
Supposons que zg € [0, 1]. [0, 1] est stable par fo f, donc pour tout n € N, z,, € [0, 1].
De plus, sur [0,1], fo f(z) —x > 0, donc (z3,) est croissante et majorée par 1. Ainsi
cette suite converge vers un point fixe de f o f, qui en 'occurrence est nécessairement

1. Ainsi, x5, — 1. De méme, on montre que x2n+1 —> 1.
n—+oo +o00

Le cas ot 2y €]1,v/2] se traite de la méme facon.

Exercice 18.19 :

A =5, donc les racines de 22 — x — 1 sont

1°) o Soit f : R — R, dérivable en 0 et telle que Vo € R f(2z) = 2f(z).
[Pour utiliser I'hypothese de dérivabilité en 0, il faut se ramener au voisinage de 0, ce que 'on peut

faire en considérant 2%]
[ étant dérivable en 0, pour ¢ au voisinage de 0, f(t) = f(0) + ¢f'(0) + o(t). Or
f(2x0)=2x f(0), donc f(0) =0. Ainsi, f(t) =tf'(0) + o(t).
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x
¢ Soit + € R. — — 0, donc lorsque n est au voisinage de +oo, x étant fixé,
2” n—H—oo

1
FE) = 2 7(0) + of ). 1
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, f (i) = f(z). En effet, c’est clair
pour n = 0 et, si f(2—n) = 2_nf(x), alors f(z) =2"f(2 2n+1) =2 Jrljﬂ(w)

1
o On en déduit que f(z) = zf'(0) + 2"0 ( —) = xf'(0) +o(1) - zf'(0).
n——+00
Ainsi, pour tout z € R, f(z) =z f'(0).
o Réciproquement, s’il existe A € R tel que f = Al dg, il est clair que f convient, donc
]l’ensemble des solutions est la droite vectorielle engendrée par I dR\ .

2°) [Si f(2x) = f*(z), (Inof)(2x) = 2(Inof)(z) et on peut appliquer la question précédente. Mais
pour que Inof soit définie sur R, il faut que f soit & valeurs dans R . ]

Soit f : R — R, dérivable en 0 et telle que Vo € R f(2z) = f*(z).

En particulier, pour tout = € R, f(z) = f(f)2 > 0.

x
On montre par récurrence que, pour tout n € Net x € R, f (—

)= S .

O[\D

¢ Premier cas. On suppose qu’il existe b € R tel que f(b) =
b —n
Alors, pour tout n € N, f(2—n) = f(1)* " =0,

b
Mais, f est continue en 0, donc f(2—n) — f(0). Ainsi, f(0) = 0.

n——+0o

Soit x € R. Supposons que f(z) # 0. Alors f(x) > 0 et
f(ﬁ) = f(2)®) =2 "MU@) 5 1 mais f( :c) — f(0) = 0. C’est impossible,

2n n—+o00 277 n—+oo
donc f est identiquement nulle.
o Deuxiéme cas. On suppose que, pour tout € R, f(z) > 0. Alors, pour tout x € R,
(Inof)(2x) = 2(Inof)(x) et Inof est dérivable en 0. D’apres la premiére question, il
existe A € R tel que Inof = Al dg. Ainsi, pour tout = € R, f(x) = .
¢ Réciproquement, on vérifie que I'application identiquement nulle et les applications
x — e (ont A € R) conviennent.

Exercice 18.20 :
Soit n € N. Notons R(n) I'assertion suivante : il existe P, € R[X] tel que deg(P,) =n

P,(t) 1 o\ (a1

et V¢t € R = P,(t)(1 + %) 2),

f ( ) (1 T £2)n m ( )( )
e Pour n =0 : Py = 1 convient, d’ou R(0).
e Pour n > 0 : supposons R(n)1 Alors f(™ est dérivable et :3Vt eR,
Frn(t) = Pt)(1+ )02 — By(t)(n + 3)(1 + )"0 +22¢

(T4 )P(t) — Pu(t)t (2n + 1)

Q+eyvise

En posant P, = (1 + X?)P, — X(2n + 1) P,, on obtient :
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Pi1(t) 1
U+ ey i e
De plus, en posant P, = a, X" + @ ou deg(Q) <n —1 et a, # 0,
Poi1(X) = (na, — (2n+ 1)a,) X" + H ot deg(H) < n.
Comme na,, — (2n + 1)a, = —(n + 1)a, # 0, on a deg(P,41) =n+ 1, dou R(n + 1).

vie R fD(t) =

* La premiere relation de récurrence est une conséquence de ce qui précede.

d d
* Soit n € N* : a[(l—ktg)f(t)} :E< 1+t2) = 1t+t2 =t f(t).

dn+1 N B 4
Donc provey (A+)f) = pm (t f(1)).

D’apres la formule de Leibniz :

(1+ ) D@ + (n+1) -2t f™(2) + w

22 FD () = 1 O (1) + n fO),

Soit, en multipliant par (14¢%)"/1 + 2 : ’Pnﬂ +@n+1)XP,+n*(1+ XH)P,_, = (),‘

* Soit n > 1 : des deux relations précédentes on déduit :
1+X5P =P, +(2n+1)XP, = -n*(1+X*P,_;.

Donc Vn € N* P! = —n?P, ;.
Or, d’apres la premiére relation : P, = (1+X?)P/+2X P, —(2n+1)X P, —(2n+1)P,.

Dot [(1+ X?)P! — (2n — )X P, +n’P, = 0]

* Posons P, = X" % = ", 1 X*. Alors Py(X) = by kX",
k=1

k=0 k=0
n

done XP}(X) = b,_xkX". De plus,
k=0

n n—2

PUX) = k(k = 1by s X572 = "(k+2)(k + 1) bpg—p X*

k=2 k=0
n

et X2P"(X) = Z k(k — 1)b,_, X", Ainsi, la relation encadrée précédente s'écrit :

k=0
n—2

D (k+2)(k+1) byga XF 4+ k(k—=1) by X* = " (k(2n—1) by —n® b,_y) X* = 0.
k=0 k=0 k=0

Donc, en égalant les coefficients de degré n, puis n — 1, puis les autres coefficients, on
obtient : n(n — 1)by — n(2n — 1)by + n?by = 0, c’est-a-dire 0 - by = 0,

(n—1)(n—2)by — (n — 1)(2n — 1)by + n?b; = 0, c’est-a-dire by = 0, et

:  —k(k—1)+Ek@2n—1)—n? (- k?
e e = (k+2)(k +1) N R [PESTAC
—(h+2)°

donc en posant h=n—k —2,Vh €{0,...,n—2} : b, =

(n—h)(n—h—1) burz,
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—k+2)(n—k+1
puis, enposantk:h—i-Q,Vke{Q,...,n}:bk:—(n + ]1(271 + )bk,g.

Or by =0, donc Vk € N tel que 0 < 2k +1 < n, by = 0.

De plus, en notant temporairement b[()") le coefficient dominant de P,, d’apres la

démontration par récurrence, b"™ = —(n+1)6" et b = 1, donc b = (—1)"n! = by.
—2k+2 —2k+1
De plus, pour tout k € N tel que 2 < 2k < n, by, = — (n i 4)155 +1) ba(k—1)-
Par récurrence sur k, on en déduit que,
n—1)...(n—2k+1)

Vk € N tel que 0 < 2k < n, by, = (—1)"* n! n , ce qui conclut.

4k (k)2
* Soit S(n) l'assertion : les racines de P, sont réelles et simples.

e Pour n = 0 : cet ensemble est vide, d’ou S(0).

e Pour n > 0 : supposons S(n). On remarque que Yk € N P(a) =0 < f®)(a) = 0.
D’apres 'hypothese de récurrence, P, possede exactement n racines réelles distinctes,
que 'on note t4,...,t,, en supposant que t; < ... < t,.

Ainsi, f™ s’annule en tq,. .., t,.

D’apres le lemme de Rolle, pour tout j € {1,...,n — 1}, il existe 3; € |t;,¢;+1[ tel que
fV(B;) = 0. De plus, f™(t) — 0.

t—+oo

D’apres le lemme de Rolle généralisé, il existe Gy € | — 0o, t1] et 5, € |t,, +o0] tels que
fOY(By) = f"D(B,) = 0. Ainsi P, ,; admet (n+1) racines réelles By < 81 < ... < B,
et, comme degP, .1 =n+ 1, on les a toutes.
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