DM 47. Corrigé

Probleme 1 : une équation aux dérivées partielles

VA A s A 2x x

or
1°) a) —(z,y,z2 = —.
) )&B( 2) Ox DAV S TR S
b) D’apres la formule de dérivation d’une composée de fonctions,

of _ ou(r(z,y, z)) _ or x

—u'(r(z,y,2)), donc of _ ;u’(r).

ggﬁsuite, d’apres la formule de dérivation d’un produit, , ,

= 621;;'“) ;i% C—zl)“'(g +ZZ00) =l ) = Sl () + S )
Ainsi = u'(r) + —=u"(r).

c) Pa’r gifnétrie SZS rélis)j:ugsz pai 3)13, y et z,

on obtient que gjj; = xz:; ZQU’(T) + Zz_zu//(m ot 2221; _ 952:;92u,(r) n i_zu,,(r%

2
donc Af = ;u'(r) +u"(r).

2°) a) Ainsi, (E,) <= Vr € R%, %u'(r) + " (r) + w?u(r) = 0.

Or v'(t) = u(t) + tu'(t) et v"(t) = 2u/(t) + tu”(t), donc

(B,) <= Vte Ry, 2u/'(t) +tu"(t) + Wtu(t) = 0 <= v" + w*v = 0.

b) D’apres le cours, (E,) <= JA, B € R, v(t) = Acos(wt) + Bsin(wt),

t i t
donc (E,) <= JA,B € R, u(t) = ACOS(W ) + Bsm(w )
i }f) in(wt)
Or, lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs positives, sin(w e ek AN
t wt =0t
cos(wt) .
‘ —— +o0, donc f = wor est une solution non nulle de (E,) telle que
t—0
u(t) possede une limite finie lorsque ¢ tend vers 0 si et seulement si u est de la forme
1 t

tHBM aVGCB;éO,

3°) a) On suppose maintenant qu’il existe B € R* tel que, pour tout ¢t € R,

i t t t) — si t
u(t) = B—sm(w ) Ainsi, u/(t) = B w cos(w 22 sin(w?)
donc, B étant non nul, /(1) = 0 <= wcosw = sinw.

, puis ¢/(1) = B(wcosw —sinw),

1



Si I’on suppose que cosw = 0, alors ¢/(1) = 0 <= sinw = 0 => 1 = sin? w+cos? w = 0,
ce qui est faux. Ainsi, on peut supposer que cosw # 0. Alors v/(1) = 0 <= tanw = w.
b) Soit n € N. Posons I,, =|§ +nm, § 4 (n + 1)7[. Notons f : x+— tanz — .

f est définie et dérivable sur I,,, avec f'(z) = 1+tan®’x —1 = tan® x > 0. De plus f'(z)
ne s’annule avec x € I, que lorsque z = (n + 1)7, donc f est strictement croissante
sur [,,. Elle est donc injective et réalise ainsi une bijection de I,, sur f(I,). De plus les
limites de f(x) lorsque z tend vers § + nm et T + (n + 1)7 sont respectivement —oo
et +00, car tan est m-périodique. Donc d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires,
f(I,) = R. f est ainsi une bijection de I,, dans R. En particulier, il existe w,, € I, tel
que f(wy,) =0, c’est-a-dire tel que tanw, = w,.

c) On suppose dans cette question qu'il existe B,, B, € R* tel que, pour tout ¢ € R,

1 nt 1 t
wn(t) = B, ) oy = Bp—sm(;“’p )
o IPremiére méthode :

1
/ w, ()u, () dt = Ban/ sin(wy,r) sin(w,r) dr
0

0

=B,B, /01 1(005((@;” — wy)r) — cos((wy, + wp)r)> dr

2
1 [sin((wn —wp)r)  sin((wy, + wp)'r)} 1
2 W, — Wy Wy, + Wy 0
p— D ~
e -w)
D = (wy + wp)(sinwy, cosw, — coswy, sinw,) — (w, — wy)(sin w,, cos w, + cos w,, sin w,)

= —2w, COS Wy, Sinw), + 2w, COS W), SIN Wy,
1
Or Wy, COS wy, = sinw,, et wy, cosw, = sinw,, donc D = 0, puis / Uy, (t)u, (1) dt = 0.
0
o Seconde méthode : ) )
V! 4+ w2v, = 0, donc —wi/ wy, () u, (1)t dt = / vp(t)up(t) dt. En intégrant par
0 0
1 1
parties, —wfl/ Uy (H)u, () dt = [v],(r)v,(r)]s — ’U;L(’I")U;(T) dr.

0 0
Or v,(r) = B, sin(w,r), donc v,(0) = 0. De plus, v,(r) = u,(r) + rul,(r),

donc v],(1) = u, (1) + u, (1) = uy(1) = v,(1).
1 1
Ainsi, —wg/ w, (t)u, () dt = v, (1)v,(1) —/ vy, (1)vy(r) dr.
0 0
Cette derniere expression est symétrique en fonction de (n, p),

1 1
donc —wfl/ w, (t)u, () dt = —wf,/ Uy (), ()8 dt, or w2 # w2, donc on retrouve
0 0

1
que/ w, (t)u,(t)* dt = 0.
0

4°) a) w, — (n+1)7 €] — 7, 5[, donc w, — (n + 1)m = arctan(tan(w, — (n + 1)7)), or

'application tan est m-périodique, donc w,, — (n + 1)m = arctan(tan(w,)) = arctanw,.

LLG, MPSI 2, 2025/2026 2



1 1 1 1
) = = 0, donc cette appli-

, — | arctanz 4 arctan— | = - -
dz ( 1+22 221+ $_12

*

De plus, sur R7.
x

cation est constante, puis en 1’évaluant en 1, on obtient que arctanz + arctan— = 7.

\_/

1 3 1
On en déduit que w, — (n+1)m = g — arctan< ) donc w,, = nm+ ; — arctan(
Wn Wn

1 3

b) Pour tout n € N*, & +nr < w, < § + (n+ )7, donc2—+1<—<2——|—1
n

Les deux suites mlnorante et majorante tendent toutes les deux vers 1, donc d’apres le

Wn
principe des gendarmes, — — 1. Ainsi w,, ~ nm.
NnmT n—+oo

1 1 1 1 1
On en déduit que — ~ — — 0, donc arctan(—) ~ — ~ —. Ceci signifie que
Wy NI n—too W, W, T

1 1 1
arctan(—) = — + 0(—).
Wn, nm n

3 1 1
Ainsi, d’apres la question précédente, w,, = nm + ; - — + 0(—).
nm

Probléme 2 : La variole

Partie I : L’espérance de vie.

1°) Soit NV € N*. Utilisons les notations de la question suivante :
pour tout k € {0,..., N}, on note Ay le point de coordonnées (a + kb’T",O) et By le
point de coordonnées (a + k%2, f(a + k%2)). ) )
J— a J——
k
A

de base l'intervalle [a + kb_Ta, a+ (k+ 1)b_Ta et de hauteur le segment [Ay, By].

Lorsque N est grand, la réunion de ces rectangles épouse de mieux en mieux la surface
située entre I’axe Oz et le graphe de f. Or ces rectangles ne se chevauchent pas, donc

a
) est laire du rectangle

Sur un schéma (a faire), on voit que la quantité

Sy représente 'aire de leur réunion. Il est donc concevable que Sy Nt / f(t)dt.
—+00 a

2°) Sur un schéma (& faire), on voit que les trapezes Ay By By1Ag1 approchent le
graphe de f encore mieux que les rectangles précédents. La somme des aires de ces

trapezes constitue ainsi une bonne valeur approchée de / f(t)dt. L’aire du trapeze

i . b—a b—a b—a
AyBy By Ay est égale a 5N (f(a+kT)+f(a+(k+l)T)>, donc leur somme

N-1

b—a
2N —
b—a
2N

b— b—
<f(a + k—a) + fla+ (k+ 1)—a)), que l'on peut écrire sous

T =
vaut 1y N N

2

-1
b — b

( fla+k a )+ Z fla+ k—)) Ainsi, on obtient bien

0

la forme Ty =

£
Il
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b—a/f(a)+ f(b) b—a
T =" ( ).
que Ty I 5 +Zf(a+k v )
3°) o Fixons une durée Ax. P(kAz) — P((k+ 1)Axz) représente le nombre d’individus
morts entre KAz et (k4 1)Ax. Si un individu meurt a un instant ¢ € [kAz, (k+1)Ax],
on approche la date de sa mort par la date kAx. C’est acceptable, informellement, si
Ax est suffisamment petit. Alors la moyenne des durées de vie des P, individus initiaux,
pondérée par le nombre d’individus accédant a chacune de ces durées de vie est égale
lag)+1
- P(kAx) — P((k+ 1)Ax)

E = kAx .
VE= ) 7,
Lorsque k > =] +1, k> L, donc kAz > T et P(kAz) = 0. Il est donc normal
d’arréter la somme a ce niveau.
o Posons b = T 4+ 1 et a = 0. Soit N € N*. Posons Ax = b_T“ On suppose N
suffisamment grand pour que Az < %
Ainsi, NAz =b—a=T+1,0r (| ] +2)Az < T+2Az <T+1,donc N > || +2

N-1
1 b—a\ P(kAz) — P((k+1)Az) b—a
B =53 (5 A N

Ax est supposé suffisamment petit pour qu'une valeur approchée de

P(kAz) — P A
(kAx) ((k +1)Ax) soit —P’(k:b_T“), Ainsi, en posant f(x) = xP’(x) pour tout x,

Ax
1 b—a b—a
on obtient F = —FO kZ:O N fla+ kT) D’apres la premiere question, une bonne
+o00

définition mathématique de E est £ = —— / rP'(z)dr = —— / rP'(z
4°) a) Intégrons par parties : —PyF = [xP(z)]} — fob P(z) dz, or P(b) = 0, donc

1 +oo
E = ) P(z) dx.

0
b) On applique la question 2, avec a = 0 et b = N, ou N est supérieur a 150, de sorte

que pour tout n > N, P( ) = O Ainsi une valeur approchée de E est donnée par
“+oo

E:%ON]\_TO(H ZP >:—+%O_P(k).

Partie 11 : Equations différentielles.

5°) a) AS = S(xz + Azx) — S(x), or entre x et x + Az, en moyenne, parmi les S(x)
individus, m(z)AzS(z) vont mourir et ¢S(z)Az vont attraper la variole.

Ainsi, AS = —¢S(xz)Az — m(x)S(x)Ax.
Donc —(m(z) + q)S(z) = Sle+ Ax) = S(x) Pome S'(z), si bien que lorsque Az est

suffisamment petit, on peut affirmer que S est une solution de 1’équation différentielle
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(Es) = 5" =—(m(x) +q)5.
b) De la méme facon, entre z et x + Az, en moyenne, parmi les R(x) individus,
m(z)AzR(x) vont mourir, mais dans le méme temps, parmi les ¢S(z) Az individus qui

viennent d’attraper la variole, une proportion de 1 —p d’entre eux va intégrer le groupe
des R(z) individus. Ainsi R(z + Az) — R(x) = (1 — p)¢S(z)Az — m(x)AxzR(x), donc
R satisfait ’équation différentielle (Fr) : R = q(1 —p)S — m(z)R.

S , S(S+R)—(S+R)S .
6°) a)f:m,doncf = ( (S)—l— }%2 ) ,or (S+R) = —m(S+R)—pqS,

donc (S + R)*f' = —(m+q)S(S+ R) — S(—m(S + R) — pq9),
2

puis (S+ R)f' = —(m+q)S +mS + pq

différentielle (Ef) : f' = —qf + pqf*

. Ceci montre que f satisfait "équation
STR que f 4

/

L., f g q Lo
b) ¢ On pose g = ? Ainsi f' = —=, donc —= = —= + pg—;, puis ¢’ = qg — pg.

o g est donc solution de I'équation différentielle (E) : 3 = qy — pq, dont I"équation
homogene est ¢y = qy. La solution générale de ’équation homogene est y = Ce?” ou
C € R. De plus (F) admet comme solution particuliere I’application constante x — p,
donc il existe C' € R tel que g(x) = Ce? + p.

De plus ¢(0) = ——= = 1, car R(0) = 0, donc 1 = C + p. On a bien montré que

, f(0)
c) On a supposé que P(z) ne s’annulait pas pour définir f(x). De plus, pour définir
g(x), on doit également supposer que S(z) ne s’annule pas. Or P(z) =0 = S(z) =0,

donc il suffit de supposer que, pour tout x, S(z) > 0.

7°) D’apres (Fg) et d’apres le cours, en notant M une primitive de m, il existe C' € R
tel que S(x) = Ce 92~ M@),

Alors (Eg) devient : R’ = ¢(1 — p)Ce~ =M@ — m(z)R, dont 1'équation homogene est
(Hr) : R =—m(2)R.

On sait que (Hg) <= 3D € R, De M@ On utilise la méthode de variation de la
constante en posant R = D(x)e~™®) D’apres le cours,

(ER) <= D'(z)e M@ = ¢(1 — p)C’e‘j”_M(w) < D'(z) = q(1 —p)Ce %, donc

(Er) <= 3Dy € R, D(x) = Dy + / q(1 —=p)Ce ™ dx = Do+ (p — 1)C(e™ % —1).
0

Il existe donc C, D € R tels que S(z) = Ce 22~ M@)

et R(z) = De M@ 4 (p — 1)Ce 1w~ M@),

On peut choisir pour M T'unique primitive de m qui s’annule en 0. Ainsi, lorsque
r=0,50)=PFP =Ce 0= R0)= P(p—1)+ D, donc S(z) = Pye M=) ¢t
R(x) = Py(1 — p)e M@ (1 — e—a),

En particulier, on obtient que, pour tout x, S(x) > 0 : ce n’est pas réaliste, mais
I’hypothese sous laquelle on avait di se placer lors de la question 6 n’est plus nécessaire.
C’est une conséquence des calculs.
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S e 1 1

S+R e 4 (1—p)(1—e)  p+(1—pew

On retrouve bien que f =

Partie III : Les avantages de la vaccination.

8°) a) Entre z et z + Az, le nombre d’individus atteints par la variole est égal a

qAxS(z) et parmi ceux-ci, le nombre d’individus qui vont mourir de la variole est égal
R L z+1)—z
a pgAxS(x). Ainsi, si 'on pose a =z, b=z + 1, et Ax = Q, ou N € N*, le

nombre de morts par la variole entre ’age = et I'age x + 1 est égal a

N-1
b— b—
Z pq NGS <a + kTa>, lequel d’apres la question 1 correspond a la quantité
k=0

x+1
/ pqS(x) dx. D’apres la question 2, on peut approcher cette intégrale par 'aire du
xX

trapeze défini par les points de coordonnées (x,0), (z,pqS(z)), (z + 1,pgS(x + 1)) et
(z+1,0), qui est égale & $pq(S(x) + S(z +1)).

b) Initialement, P(0) = Py = S(0), R(0) = 0, le nombre de morts par la variole est nul
et P*(0) = R.

La table de mortalité permettant de connaitre P(n) pour tout entier naturel n est une

donnée observable.

On sait que f(n) = m, donc on connait également f(n) = ]5;((2))

en déduit S(n), puis R(n) = P(n) — S(n). Alors, le nombre de morts par la variole
pendant 'année est évalué a V(n) = ipg(S(n — 1) + S(n)).

Enfin, P*(n) = P*(n—1)—(P(n—1)— P(n))+V(n) : On passe de P*(n—1) a P*(n)
en enlevant tous les individus morts pendant I'année, sauf ceux qui sont morts de la
variole, car ils ne seraient pas morts en cas de vaccination.

et on

9°) Adaptons la solution de la question 3 pour calculer 'espérance de vie E' d'un

individu du groupe initial de F, individus si I'on suppose qu’ils sont tous vaccinés

et que le vaccin, administré a la naissance, entraine le déces de p’' Py individus des la

naissance : on obtient
| £ J+1

B 0xp s S ke x L PIPEAD) — (4 D)
k=0

I
Le vaccin est efficace si et seulement si £’ > E, or

, donc E' = (1 —p')E*.

E
F >FE<~ (1-p)E*>F << p <1- T ainsi le vaccin est efficace dés que
p' < 0,104.

Ce modele est bien str critiquable sur plusieurs points :
— La définition de l'efficacité du vaccin est discutable : peut-on accepter la mort
de p' Py individus des leur naissance, quel que soit la valeur de p’ > 07
— La probabilité de contracter la variole dépend sans doute de I’age des individus.
— Idem pour la probabilité de mourir de la variole lorsqu’elle est contractée.
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