Résumé de cours :
Semaine 25, du 30 mars au 3 avril.

Les polynomes (suite)

1 Composition de polyndomes

Définition. Si P =) axX" € A[X] et Q € A[X], PoQ =) axQ" = P(Q).
k=0 k=0
Propriété. Pour tout P,Q, R € A[X],
— (P+Q)oR=PoR+QoR,
— (PQ)oR=(PoR)x(QoR),
— (PoQ)oR=Po(QoR)
Propriété. Soit P,Q € A[X] Si deg(Q) > 1, alors deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Il faut savoir le démontrer.

—~— -

Propriété. Pour tout P,Q € A[X], PoQ = PoQ.

2 Dérivation formelle
Définition. Si P = a,X" € A[X], on pose P' 2 3~ kap X* 1 =" (k+ Dag 1 X*
keN keN* keN
Remarque. On peut écrire P/ = Z kap X**1, si Pon convient que 0X 1 = 0.
keN
Définition. Si P = Z apX*, PO =P et
keN

k!
pour tout n € N, P(") = Z makafn _ Z
k>n n: keN

(k+n)!
k!

k
ak+nX .

Propriété. Pour tout P € R[X] et n € N, P = p),
Propriété. Pour tout P € A[X], deg(P’) < deg(P) — 1.
Propriété. Pour tout P € A[X]\ {0}, pldeg(P+1) — g,

Propriété. Soit P,Q € A[X],a€ AetneN.
— (P4 Q) = P'+ @, et plus généralement, (P + Q)™ = P 4+ Q™).
— (aP)" = aP’, et plus généralement, (aP)™ = aP(™),
— (PQ) =P'Q+PQ
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Propriété. Pour tout n € Net Py,...,P, € A[X], (P x---x P,)' =Y P/ T[ P
i=1 i

Formule de Leibniz : (PQ)™ = Z ( > (n—Fk).
k=0

Propriété. Pour tout P,Q € A[X], (PoQ) =Q' x (P o Q).

3 La structure d’algebre de K[X].

Pour la suite de ce chapitre, K désigne un corps.
Propriété. K[X] est une K-algebre.
Propriété. La base canonique de K[X] est la famille (X™),en.

Propriété. Soit n € N. K,,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X] dont une base est (1, X,..., X™),
encore appelée la base canonique de K, [X]. On en déduit que dim(K,[X]) =n + 1.

Exercice. Soit (P,)nen une suite de polynomes de K[X]. On suppose que cette suite de
polynomes est étagée c’est-a-dire que, Vn € N deg(P,) = n.

Montrer que pour tout N € N, (P,)o<n<n est une base de Ky [X].

En déduire que (P,)nen est une base de K[X].

Il faut savoir le démontrer.

4 Division euclidienne entre polynoémes

Théoréme. Soit A, B € K[X] avec B # 0. Alors il existe un unique couple (P, Q) € K[X]? tel que
A = BQ + R avec deg(R) < deg(B) : Q est le quotient de la division euclidienne du dividende A par
le diviseur B et que R en est le reste.

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit A € K[X] et a € K. a est une racine de A si et seulement si A(a) = 0.

Propriété. Soit A € K[X] et a € K. Le reste de la division euclidienne de A par X — a est égal au
polynéme constant A(a).
Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. a est racine de A si et seulement si il existe @ € K[X] tel que A = (X —a)Q.

Propriété. Supposons que L est un sous-corps de K. Alors, pour tout (4, B) € L[X] x (L[X]\ {0}),
les quotient et reste de la division euclidienne sont les mémes que 1'on regarde A et B comme des
polynémes de L[X] ou de K[X].

5 Arithmétique
5.1 Divisibilité

Définition. Soient A un anneau commutatif et (a,b) € A% a|b si et seulement si Im € A b = ma.
On dit alors que a est un diviseur de b et que b est un multiple de a.

Remarque. 0ja < a =0 et, pour tout a € A, al0.
Propriété. Soit P,Q € K[X] tels que P | Q et Q # 0. Alors deg(Q) > deg(P).
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Propriété. Soit P,Q € K[X] avec Q # 0. P | Q si et seulement si le reste de la divison euclidienne
de P par @ est nul.

Propriété. Soit L un sous-corps d’un corps K. Soit P,Q € L[X].
Alors P | @Q dans L[X] si et seulement si P | Q dans K[X].
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soient A un anneau commutatif et a,b,c,d € A.
— Sib|aetb]ec alorsb | (a+c).
— Sib|aetd]ec, alors bd | ac.
— si b | a, pour tout p € N, bP | aP.

Propriété. Soient A un anneau commutatif et b, a1,...,ap,¢1,...,¢p € A.

P
Si pour tout ¢ € {1,...,p}, b | a;, alors b | Zciai.

i=1
Propriété. Soient A un anneau commutatif et (a,b) € A% alb <= bA C aA.
Propriété. Soit A un anneau commutatif. La relation de divisibilité est réflexive et transitive.

Définition. Soient A un anneau commutatif et (a,b) € A2
a et b sont associés si et seulement si alb et bla.
La relation “étre associé a” est une relation d’équivalence, on la notera “~”.

Propriété. Dans un anneau commutatif, si a ~ b et ¢ ~ d, alors ac ~ bd.
Hypothese : Jusqu’a la fin de ce paragraphe, on suppose que A est intégre et commutatif.

Propriété. Soit a,b € A. a et b sont associés si et seulement s’il existe A € U(A) tel que a = Ab.
11 faut savoir le démontrer.

Exemple. Dans Z, n et m sont associés si et seulement si |n| = |m)|.
Dans K[X], P et @ sont associés si et seulement 81l existe A € K* tel que Q = \P.

Propriété. La relation de divisibilité est une relation d’ordre sur N.
La relation de divisibilité est une relation d’ordre sur I'ensemble des polynémes unitaires de K[X].

Définition. Soit p € A. p est irréductible dans A si et seulement si p ¢ U(A) et si, pour tout a,b € A,
p=ab= (a € U(A))V (be U(A)).

Ainsi p est irréductible dans A si et seulement si p n’est pas inversible et a pour seuls diviseurs les
éléments associés a 1 ou a p.

Remarque. Si p est irréductible, il est non nul.
Propriété. Les éléments irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs opposés.

Exemple. Dans K[X] (ot K est un corps), un polynome P est irréductible si et seulement si il est de
degré supérieur ou égal & 1 et si, pour tout A, B € K[X], P = AB = (deg(A) = 0) V (deg(B) = 0).

Remarque. Dans K[X] :
— tout polynome de degré 1 est irréductible;
— tout polynéme de degré > 2 possédant une racine dans K est réductible;
— tout polynéme de degré 2 ou 3 sans racine dans K est irréductible.

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit a,b € A. On dit que a et b sont premiers entre eux (ou étrangers) si et seulement
si les seuls diviseurs communs de a et b sont les éléments inversibles.

Définition. Soit n € N avecn >2et ay,...,a, € A.
— aj,...,a, sont deux a deux premiers entre eux si et seulement si, pour tout i,5 € {1,...,n}
avec ¢ # j, a; et a; sont premiers entre eux.
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— aq,...,a, sont globalement premiers entre eux si et seulement si les seuls diviseurs communs
de aq,...,a, sont les éléments inversibles de A.

Propriété. Soit p € A un élément irréductible et a € A : p|a, ou bien p et a sont premiers entre eux.
Il faut savoir le démontrer.

5.2 PGCD

Théoréme. SiK est un corps, alors K[X] est un anneau principal.
Il faut savoir le démontrer.

Notation. Jusqu’a la fin de ce chapitre “arithmétique”, on fixe un anneau A que 'on suppose
principal.

Définition. Soit (a,b) € A%. d est un PGCD de a et b si et seulement si aA + bA = dA.

Caractérisation du PGCD par divisibilité : d est un PGCD de (a,b) € A? si et seulement si d
est un diviseur commun de a et b et si, pour tout diviseur commun d’ de a et b, d’ divise d.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. a et b sont premiers entre eux si et seulement si 1 est un PGCD de a et b.

Définition. Plus généralement, si k € N* et si ay,...,a; € A, on dit que d est un PGCD de ay, ..., ak
si et seulement si dA = a1 A+ -+ -+ apA, i.e si et seulement si d est un commun diviseur de a1, ..., ax
tel que si d’ est un autre commun diviseur de aq,...,ay, alors d’ divise d.

Soit B une partie quelconque de A. d est un PGCD de B si et seulement si dA = Id(B), i.e si et
seulement si d est un diviseur commun des éléments de B tel que si d’ est un autre diviseur commun
des éléments de B, alors d’ divise d.

Propriété. Lorsque A =Z (resp : A = K[X]), en imposant au PGCD d’étre positif (resp : unitaire)
il est unique. On le note alors a A b.

Propriété. Soit k € N, ay,...,ap, € Aet he {1,...,k}.
Alors, en convenant de noter a ~ b lorsque a et b sont associés,
— Commutativité du PGCD :
pour tout o € S, PGCD(ay,...,ar) ~ PGOD(as(1),- .., 0(k))-
— Associativité du PGCD :
PGCD(ay,...,ar) ~ PGCD(PGCD(ay,...,ay), PGCD(apt1,.-.,ax)).
— Distributivité de la multiplication par rapport au PGCD : pour tout « € A,
PGCD(aay,...,aa) ~ aPGCD(ay, ..., ax).

Il faut savoir le démontrer.

5.3 PPCM

Définition. Soit (a,b) € A%. m est un PPCM de a et b si et seulement si aA NbA = mA.

Caractérisation du PPCM par divisibilité : m est un PPCM de (a,b) € A? si et seulement si m
est un multiple commun de a et b et si, pour tout multiple commun m’ de a et b, m’ est un multiple
de m.

Définition. Plus généralement, si k € N* et si aq,...,ax € A, m est un PPCM de aq,...,a; si et
seulement si mA = a1 AN---NagA, i.e si et seulement si m est un commun multiple de aq, ..., ax tel
que si m’ est un autre commun multiple de a1, ..., ax, alors m’ est un multiple de m.

Soit B est une partie quelconque de A. m est un PPCM de B si et seulement si mA = ﬂ bA, i.e

beB
si et seulement si m est un multiple commun des éléments de B tel que si m/ est un autre multiple

commun des éléments de B, alors m’ est un multiple commun de m.
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Propriété. Soit k € N, a1,...,ap, € Aet he {1,...,k}.
Alors, en convenant de noter a ~ b lorsque a et b sont associés,
— Commutativité du PPCM :
pour tout o € Sy, PJPC’]\4(G,17 R ,ak) ~ PPOM(CLU(U, RN ag(k)).
— Associativité du PPCM :
PPCM(ay,...,ax) ~ PPCM(PPCM/ ay,...,an), PPCM(ant1,...,ar)).
— Distributivité de la multiplication par rapport au PPCM :
pour tout & € A, PPCM (way,...,aa;) ~ aPPCM(ay,...,ax).

5.4 Les théorémes de arithmétique

Théoréme de Bézout. Soit (a,b) € A%
a et b sont premiers entre eux si et seulement si : I(u,v) € A% ua + vb = 1.

Propriété. Soit (a,b) € A%. Notons d un PGCD de a et b. Alors
il existe (a’,b') € A2, avec a’ et b’ premiers entre eux, tel que a = a'd et b = b'd.

Théoréme de Gauss. Soit (a,b,c) € A%. Si albc avec a et b premiers entre eux, alors alc.
Corollaire. Soit p,a,b € A. Si p | ab avec p irréductible, alors p | a ou p | b.

Propriété. Soit (a,b,c) € A3 n € N* et ay,...,a, € A.

On désigne par a A b un PGCD de a et b et par a Vb un PPCM de a et b.

o SiaAb=aAc=1,alorsaAbc=1.

o Sianb=1,V(kI) e (N2 a*Abl =1.

o Sialb, c|bet aAc=1 alors aclb.

Si pour tout i € {1,...,n}, a;lbetsii#j=a;,Na; =1, alors a; X --- X a, | b.
o ab~ (aAb)(aVb). En particulier, a Ab=1=-aV b~ ab.

Il faut savoir le démontrer.

6 K[X] est un anneau factoriel

Notation. On suppose ici que A € {Z,K[X]} (K étant un corps quelconque).
Si A=7, on pose P =P, et si A =K[X], P est 'ensemble des polynémes irréductibles et unitaires.

Théoréme. Soit a € A avec a # 0. Il existe un unique couple (u, (vp)pep), ot u € U(A) et on

(Vp)pep est une famille presque nulle d’entiers, tel que a = u H p’? : C’est la décomposition de a

peEP
en facteurs irréductibles. v, s’appelle la valuation p-adique de a.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit (a,b) € (A\ {0})?, dont les décompositions en facteurs irréductibles sont
azqu”P et b:va”P. Alors a | b<= [Vp € P, vp < pp).

pEP pEP
De plus, a A b = H pmineke) of v b = H p™2xWrtn) En particulier, a et b sont premiers entre

peEP peEP
eux si et seulement si aucun élément de P n’intervient a la fois dans la décomposition en facteurs

irréductibles de a et dans celle de b.
Lemme d’Euclide. Soient (a,b) € A% avec b # 0, et q,7 tels que a = bg+ 7. Alorsa Ab=DbAT.

Algorithme d’Euclide. Soit (ag,a1) € A2,

e Pouri > 1, tant que a; # 0, on note a;41 le reste de la division euclidienne de a;_; par a;. On définit
ainsi une suite finie (a;)o<i<n d’éléments de A telle que axy = 0 et, pour tout ¢ € {0,...,N — 1},
ag A ay = a; A a;4+1. En particulier, pour ¢ = N — 1, on obtient ag A a; = an—_1.
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e Supposons maintenant que ag Aa; = ay_1 = 1. D’apres le théoréme de Bézout, il existe (s,t) € A2
tel que sag+ta; = 1. La suite de 'algorithme d’Euclide permet le calcul d’un tel couple (s,t) : Notons
¢; le quotient de la division euclidienne de a;—; par a;. Ainsi, a;11 = a;—1 — g;ai.

En particulier, avec i = N — 2, on obtient 1 = ay_3 — gn_2aN_2.

Supposons que, pour un entier ¢ € {1,..., N —3}, on dispose d’entiers s; et t; tels que 1 = s;a;+t;a;11.
Alors 1 = s;a; + ti(a;—1 — a;iq;) = (8; — tiqi)a; + t;a;—1, ce qui donne des entiers s;_1 et t;_1 tels que
1l=s;_1a;_1 +ti_10;.

Par récurrence descendante, on peut donc calculer des entier sg et tg tels que 1 = sgag + toay.

Corollaire. Supposons que L est un sous-corps de K et soit (4, B) € L[X] x (L[X]\ {0}).
Les PGCD et PPCM de A et B sont les mémes, que l'on regarde A et B comme des polynoémes de
L[X] ou de K[X].

Exercice. Soit a,b,c € A avec a et b non nuls.
Résoudre 1’équation de Bézout (B) : au + bv = ¢ en I'inconnue (u,v) € A?.
Il faut savoir le démontrer.

7 Identification entre polynémes formels
et applications polynomiales

Notation. On fixe un corps K quelconque.

Propriété. Soit P € K[X] et aq,...,a; k éléments de K deux & deux distincts :
ai,...,ar sont toutes racines de P si et seulement si P est un multiple de (X —aq) X -+ x (X — ag).
Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Un polynéme non nul admet au plus deg(P) racines.
Principe de rigidité des polynémes : si P € K[X]| posséde une infinité de racines, alors P = 0.

Propriété. Soit n € Net P,Q € K,[X].
Si{z € K/ P(x) = Q(x)} contient au moins n + 1 scalaires, alors P = Q.
Théoréme. On peut identifier ’ensemble K[X] des polynomes formels avec ’ensemble Pk des ap-

plications polynomiales de K dans K si et seulement si K est de cardinal infini.

Remarque. SiK est fini de cardinal ¢, alors H (X —a)=X7-X.

acK
Il faut savoir le démontrer.

8 Polynéme d’interpolation de Lagrange

Notation. Dans tout ce paragraphe, on fixe un corps quelconque K, n € N et une famille
ao, . ..,a, € K den + 1 scalaires deux a deux distincts.

. X —a;
Pour tout i € {0,...,n}, posons L; = | | -7
) a; — aj
0<j<n
i
Les L; sont appelés les polynomes de Lagrange associés a (ag, . .., an).

Propriété. Pour tout i,k € {0,...,n}, E(ak) = 0; k-

Propriété. Pour tout P € K, [X], P = Z P(a;)L;.
i=0

Il faut savoir le démontrer.
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Théoréme. Soit (by,b1,...,b,) € K*"! une famille quelconque de scalaires. Il existe un unique
polynéme Py de degré inférieur ou égal a n tel que, pour tout i € {0,...,n}, E(ai) = b;. Py est appelé
le polynéme d’interpolation de Lagrange (associé aux deux familles (ag, a1, ..., a,) et (bo,b1,...,by)).
- X
On dispose de la formule suivante : Py = Z b; H o — Z]: . Enfin, 'ensemble des polynémes P
i=0 o<j<n J
#i

n
vérifiant, pour tout i € {0,...,n}, P(ai) =b;, est égal & Py + (H(X - ai))K[X].
i=0

9 Polynéme dérivé

Notation. Dans ce paragraphe, on suppose que K est un corps de caractéristique nulle.

Propriété. Pour tout P € K[X] tel que deg(P) > 1, deg(P’) = deg(P) — 1.

Corollaire. Soit P € K[X]. P est un polynéme constant si et seulement si P’ = 0.

Corollaire. Si P € K[X], deg(P) > n = deg(P™)) = deg(P) —n et P") =0 += deg(P) < n.
X —a)”

Formule de Taylor : Soit P € K[X] et a € K. Alors P = Z (
neN

P (q).
n!. ]-]K (a)

Il faut savoir le démontrer.
Corollaire. Soit P € K[X], a € K et k € N. Alors
k—1 h
a)

X —
le reste de la division euclidienne de P par (X — a)* est égal & Z (7
Py hl.1g

PM(q).

10 Racines multiples

Notation. K désigne un corps quelconque.

Définition. Soit P € K[X], a € K et m € N. a est une racine de P de multiplicité m si et seulement
si il existe @ € K[X] tel que P(X) = (X —a)"Q(X) avec Q(a) # 0.

Remarque. a n’est pas racine de P si et seulement si a est racine de P de multiplicité nulle.

Définition. Soit P € K[X], a € K et m € N.

a est racine de P de multiplicité au moins m si et seulement si (X —a)™ | P.

Ainsi, a est racine de P de multiplicité m si et seulement si elle est racine de P de multiplicité au
moins m, mais n’est pas racine de P de multiplicité au moins m + 1.

Définition. On dit que a € K est une racine simple (resp : double, triple) de
P € K[X] si et seulement si a est une racine de P de multiplicité 1 (resp : 2, 3).

Définition. Soit P € K[X]\ {0}. Posons {ay,...,ax} = {z € K/P(z) = 0}. Pour tout h € Ny,
notons my, la multiplicité de ap pour le polynéme P. On dit alors que le nombre de racines de P,
k

comptées avec multiplicité, est égal a Z mp,.
h=1
Et k est le nombre de racines de P comptées sans multiplicité.

Propriété. Soit P € K[X], a1,...,ar € Ket my,...,mp € N. Pour tout h € {1,...,k}, ap, est racine
k

de P de multiplicité au moins my, si et seulement si P est un multiple de H (X —ap)™".

h=1
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Propriété. Soit P € K[X] un polynéme non nul. Le nombre de racines de P, comptées avec multi-
plicité est inférieur ou égal au degré de P.

Hypothése : Pour la suite de ce paragraphe, on suppose que car(K) = 0.

Théoreme. Soit P € K[X], a € K et m € N. a est racine de P de multiplicité au moins m si et
seulement si Vi € {0,...,m — 1}, P®(a) =0.
11 faut savoir le démontrer.

Corollaire. Soit P € K[X], a € K et m € N. a est racine de P de multiplicité m si et seulement si
Vie{0,...,m—1}, P®(a)=0et P")(a)#0.

Corollaire. Si a € K est racine de P € K[X] de multiplicité m € N*, alors a est racine de P’ de
multiplicité m — 1.

11 Polynoémes scindés

Notation. K désigne un corps quelconque.

Définition. P € K[X]\ {0} est scindé dans K[X] si et seulement si sa décomposition en polynémes
irréductibles dans K[X] ne fait intervenir que des polynémes de degré 1.

Propriété. Soit P € K[X]\ {0}. P est scindé dans K[X] si et seulement si le nombre de racines de
P dans K, comptées avec multiplicité, est égal au degré de P.
Il faut savoir le démontrer.
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