DM 48

Il s’agit d’un sujet supplémentaire pour votre travail personnel.
Il n’est pas a rendre.
Un corrigé sera fourni le jeudi 9 avril.

Probleme 1 : Tétration

On considere la suite ( fp)pEN de fonctions de R% vers R définie, pour tout x € R, par

folx)=1 et VpeN, fo(z)=am®

de sorte que, pour tout x € R*, fi(z) = z, fo(x) = 2%, f3(z) =2 etc.

1°) Justifier que, pour tout p,n € N, f, admet un développement limité au voisinage
de 1 a 'ordre n.

2°) Déterminer les développements limités au voisinage de 1 a ordre 3 de f et fs.

3°) Démontrer que, pour tout n € N, il existe ayp,...,a,, € R tels que, pour tout
p=n,ona f,(1+h)=a,0+an1h+---+ ap,h” + o (h™), lorsque h tend vers 0.

4°) Démontrer qu’il existe une suite (ax), oy € RY telle que pour tout n € N et tout
p=mn,ona f,(1+h)=a+ah+--+a,h" +o0(h"), lorsque h tend vers 0.

5°) Quel est le développement limité au voisinage de 1 & ordre 3 de fago3 7

Probleme 2 : une fonction nulle part dérivable

1°) Soit a,b € R avec a < b. Soit f une application continue de [a, b] dans R.
On suppose qu’il existe n € N* et ay, ..., a, € R tels que
—a=q<a < <ap1<a,=>bet,
— pour tout ¢ € N, la restriction f|j,_, 4, est dérivable.
Sur un exemple, montrer que f n’est pas nécessairement dérivable sur [a, b].
Soit k € Ry. On suppose que, pour tout i € N,,, pour tout = € [a;_1, a;,

[l v,a) (%) ‘ < k. Montrer que |f(b) — f(a)] < k|b—al.

2°) Pour tout x € [—2,2[, on pose g(z) =1 — |z|.




On prolonge g sur R en entier en une fonction périodique de période 4.
Représenter le graphe de g et montrer que g est continue.
Montrer que, pour tout a,b € R, |g(b) — g(a)| < |b — al.
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3°) Pour tout x € R, on pose f(x) = Z 59
k=1

Montrer que f est bien définie sur R en entier. Montrer que f est bornée.

(29 2).

4°) Soit (hy)nen une suite d’applications continues de R dans R et soit h une appli-
cation de R dans R. On suppose que, pour tout n € N, h — h,, est bornée sur R et que
sup |h(z) — hy(xz)] — 0. Montrer que h est continue.

z€R n—+o0o

5°) Montrer que f est continue.

Jusqu’a la fin de ce probleme, on fixe z € R.
Pour tout n € N*, on choisit €, dans {—1, 1} de sorte qu’il existe N € Z tel que 2(2") g
et 22"z 4 ¢, sont tous deux dans l'intervalle [2N, 2N + 2].

On pose alors h, = £,2~%").

6°) Montrer qu'un tel choix de la suite (&,,)nen+ est possible.

Soit n, k € N* avec k > n : calculer g(22k(x + hn)> — g(22kx) ‘

[z +hn) = [(z)
hn

— 4o00. Qu’a-t-on démontré?
n——+00

7°) Montrer que

Probleme 3 : Points attractifs et dérivées schwarziennes
Partie I : Fonctions a schwarzienne négative.

Pour toute fonction f : R — R de classe C%, on note f® : R — R la dérivée
schwarzienne de f définie par f®& =2 x f" x f' — 3 x f"2.

On note & I'ensemble des fonctions f : R — R de classe C? telles que,
pour tout réel z, (f'(x) # 0) = (f®(z) < 0).

1°) Démontrer que les fonctions polynomiales de degré 2 appartiennent a &.

2°) Soient f,g: R — R deux fonctions de classe C3. Démontrer que
(9o f)® = (g0 f)* x fO+ f* x (g% o f).
3°) Démontrer que Vf,g € &, go f € €.

4°) Pour cette question, on suppose que f € £ et que |f’| admet un minimum local
en un point xry € R.

En posant ¢ = (f’)?, montrer en détail que ¢ (zo) = 0 et ¢”(xq) > 0.
En déduire que f'(zo) = 0.



Partie II : Points fixes attractifs

Soit f : R — R une fonction de classe C*.

On suppose que ¢ € R est un point fixe attractif de f,
ce qui signifie que f(¢) =Ll et [f'(¢)] < 1.

Pour tout n € N, on note f°" la n-eme itérée de f pour la loi de composition o.
On a donc f°0 =1Idg et fo" = fo---o f (n fois) o n € N*.

On pose Bi(¢) ={xr e R / f*"(x) - 0}
n—-+0o
Bf(¢) est le bassin d’attraction de ¢ pour f.
On note I7(¢) le plus grand intervalle de R contenant ¢ et inclus dans By(¢).

5°) Dans cette question (et seulement dans cette question), on suppose que, pour tout
r € R, f(z) = x®. Déterminer les points fixes attractifs de f ainsi que leurs bassins
d’attraction.

6°) Montrer que I(¢) est correctement défini.

7°) Démontrer que f(Br(¢)) C B(€) et f~1(Bs(£)) C By (¢).
Démontrer que f(1(¢)) C L¢(¢).

8°) Montrer qu'il existe o > 0 tel que |¢ — a; € + o] C By(0).
9°) Montrer que B¢ (¢) et I;(¢) sont ouverts.

Partie III : Version faible du théoreme de Singer

Dans toute cette partie, on suppose que f € .

Sauf pour la derniere question, on suppose, comme dans la partie précédente, que ¢ est
un point attractif de f.

Sauf pour la derniere question, on suppose que (/) est un intervalle borné.
Il existe donc a € |—o0; ([ et b € |¢;+00] tels que 1¢(¢) = Ja; b].

On souhaite démontrer que f’ s’annule au moins une fois sur I¢(¢). Pour cela, on
raisonne par ’absurde en supposant que f’ ne s’annule pas sur |a; b|.

10°) Démontrer que (f°%)" > 0 sur Ja; b[ et vérifier que (f°%)'(¢) < 1.

11°) Démontrer que f(a) € {a;b} et f(b) € {a;b}.
En déduire que f°%*(a) = a et f°*(b) = b.

12°) Montrer qu’il existe « € Ja; €] et 8 € |¢;b] tels que (f°%)'(a) = 1 et (f°%)'(8) = 1.

13°) Aboutir a une contradiction et conclure

14°) Dans cette question f désigne maintenant une fonction quelconque de €.
On suppose que f’ s’annule en exactement n points distincts (ou n € N).
Démontrer que f possede au plus n 4 2 points fixes attractifs.
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