Les polynomes : démonstration du lemme page 51

Lemme : Soit P € K[X] et F' € K(X).
Si P#0etsi F¢K, alors PoF #0.

Démonstration.
On suppose que P € K[X] avec P # 0 et F' € K(X) \ K.
o Supposons d’abord que F' € K[X]. F' ¢ K, donc deg(F) > 1.

Notons n = deg(P) et posons P = Z ap X"
k=0

Alors Po F = Zaka, or pour tout k € N, deg(F¥) = kdeg(F). En particulier,
k=0

lorsque k, h € N avec k # h, deg(F*) # deg(F"), donc d’apres le cours,

deg(Po F) = nax deg(a,F*) = ndeg(F). En particulier, deg(P o F') # —oo0, donc

PoF #0. o

¢ Supposons maintenant que F' € K(X) \ K[X].

A
Posons F' = 5 avec A, B € K[X], B unitaire et A et B premiers entre eux.
F ¢ K[X], donc deg(B) > 1.

~

Notons K la cloture algébrique de K. Alors B possede au moins une racine, notée
dans K. On peut donc écrire B sous la forme : B(X) = (X — a)"C(X), ou m € N¥
C € K[X] avec C(a) # 0.

Posons a nouveau P = Z apX* ott n = deg(P).

k=0
An n-l Ak
Alors P(F) = anm + akm =G+ H, en posant
k=0
n n—1 Ak

G = an—(X =y et H = kz_;ak—(X — a)ka”f'

G # 0 et G admet o comme p(ﬂe de multiplicité mn € N*.

H admet o comme poéle de multiplicité strictement inférieure a mn, éventuellement

nulle (auquel cas o n’est pas un pole de H).
D

m, avec D,E S K[X], P > 1,
—

Ainsi, on peut écrire G sous la forme G =

D(a) # 0 et E(a) # 0.
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D/

m, avec DI,EI c K[X],

On peut également écrire H sous la forme H =

D' #0,0<q<pet E'(a)#0.
1 DE + (X —a)P 1D'E
Alors P(F) = G + H = [ |
ors PUF) =G+ H = s |~ (X —ayp Bl
or Iapplication polynomiale associée & DE' + (X — a)P"9D'E, évaluée en «, est égale
a D(a)E'(a) # 0, donc DE'+ (X — )P 1D'E # 0, puis P(F) #0. O
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