DM 49 : corrigé

1 Théoréme de d’Alembert-Gauss

1°) Soit z € C. D’apres le corollaire de 'inégalité triangulaire,
n—1 n—1

1S(2)| = |anz" — Z(—akzkﬂ > |a,z"| — | Zakzk|, or d’apres I'inégalité triangulaire,
k=0 k=0

n—1 n—1 n—1
>z < gzt done [S(2)] = [anz"] = > |axz*| = R(2]).
k=0 k=0 k=0

2°) {|S(z)| / z € C} est une partie non vide de R, minorée par 0, donc d’apres la
propriété de la borne inférieure, on peut définir m = inf{|S(z)| / z € C}.

3°)  On suppose que S est de degré n, donc |a,| # 0 et R(¢) et |, |t" o, oo
—+00 —+00
Or |S(t)| > R(Jt]), donc d’apres le principe des gendarmes, |S(t)] o, oo Ainsi, il
—+00
existe A > 0 vérifiant : pour tout z € C tel que |z| > A, [S(2)] > m + 1.

4°) La boule fermée de centre 0 et de rayon A, notée B est fermée bornée dans
C, donc c’est un compact de C. De plus, S est polynomiale, donc par composition,
z +— |S(z)| continue. D’apres le cours, la restriction sur B de z — |S(2)| est bornée
et elle atteint ses bornes. En particulier, il existe a € B tel que, pour tout § € B,
S(a)] < S(8)].

Mais, si 8 € C\ B, alors |5| > A, donc |[S(B)| > m + 1.

On en déduit que pour tout z € C, |S(z)| > min(m+1, |S(a)]), donc min(m+1, |S(a)])
est un minorant de {|S(z)| / z € C}. Ainsi, par définition de la borne inférieure,
m > min(m + 1, |S(a)|). Ceci implique que |S(a)| < m + 1 puis que m > |S(«)|. Mais
|S(a)| € {|S(2)| / =z € C}, donc |S(a)| = m.

5°) Par définition, P est un polynome de degré n tel que P(0) = 1, donc il s’écrit
PX)=1+ Zkak avec b, # 0.

k=1
L’ensemble {k € {1,...,n}/b; # 0} est une partie non vide de N, donc elle possede un

minimum que l'on notera ¢q. Alors b, # 0 et P(X) =1+ Z b X"
k=q



-T—0
6°)  Soit r €]0, (%)%[ On pose z = re' « . Par inégalité triangulaire,

P(2)| < |1+b,29 + Z |bg||2]". Or by2? = pe?riei™=0) = —prd donc

k=q+1

P(2)] < |1 —pri| + Z |b|7*. De plus, 0 < r < (/l))%, donc pr? < 1, ce qui permet
k=q+1

d’écrire |P(z)] <1 — pri+ Z |bg| 7"

k=q+1

Q=

7°) Ainsi, pour tout r €]0, (1)

DILIPE) =1 < —pri 30 bl ~ —pr <0,

k=q+1
donc il existe € > 0 tel que pour tout r €]0,¢[, |[P(z)| —1 < 0, ce qui est faux car pour

tout z € C, |P(z)| = [5( + )]

fausse : S(a) = 0, donc le polynome S posseéde au moins une racine complexe.

> 1. Ainsi, I'hypothese sous laquelle on s’est placé est

2 Disque de Gerschgorin
2.1 Un exemple

8°) Supposons que x est une racine réelle de P. Ainsi,

3+ (=2 + 3i)a® + (=3 — 5i)x + (6 — 2i) = 0, puis en séparant les parties réelle et
23 =222 —3x+6=0

322 —br —2=0 '

La deuxieme équation admet pour discriminant A = 25 + 24 = 72, donc ses racines

imaginaire, {

sont , soit 2 et —%. On vérifie alors que P(2) = 0, donc 2 est une racine réelle de
P.
9°) L’équation 22 + 3iz — 3 + 4 = 0 admet pour discriminant

A= —-9—4(-3+14) = 3 — 4. Il existe a,b € R tel que 3 — 4i = (a + ib)*. Alors
a’? —b? = 3 et 2ab = —4. De plus a® + b* = |3 — 4i| = 5, donc a? = 4 et b* = 1 avec
a et b de signes contraires : on vérifie que A = (2 — 7)?. Les racines de 1’équation sont
Cai (9 i Caia (2 i
donczle:—1—iet22:M:1—2i.
2 2

10°)  D’apres la question 8, P(X) = (X —2)(X?+aX —(3—1)) avec —2+43i = a—2,
donc @ = 3i. Ainsi, P(X) = (X — 2)(X? + 3iX — 3 + 1), donc d’apres la question
précédente, les racines de P sont 2, —1 — 4 et 1 — 2i, dont les modules sont égaux a 2,
V2 et /5, lesquels sont bien tous inférieurs &

A = max{|ag|, 1 + |a1], 1 + |az|} = max{2v/10,1 + V34,1 + V13} = 1 + V34.



2.2 Cas général

. R(x) | Ry ah
11°) Pour tout x > 0, notons f(x) = i 1-— g |ag |z,
k=0
Pour tout k € {0,...,n — 1}, x — 2" est strictement décroissante sur R, car

k—n < 0, or il existe £k € {0,...,n — 1} tel que a; # 0, donc f est strictement
croissante sur R7 .
De plus, pour tout k € {0,...,n — 1}, 2" — 400, et il existe k € {0,...,n — 1}

z—07F
tel que ay # 0, donc f(x) — —o0. Enfin, f(x) —+> 1, donc d’apres le théoreéme de
x—0 T—+00

la bijection, f réalise une bijection de R’ dans | — oo, 1[. En particulier, il existe un
unique r > 0 tel que f(r) = 0. Or pour tout z > 0, f(x) = 0 <= R(x) =0, donc R
possede une unique racine dans R7 .

12°)  Par définition, A > 1+ |a|, donc A > 0.

n—1 n—1
A — Z(Ak+1 — AR+ A = ZA’“(A— 1) + A, or pour tout k € {1,...,n — 1},
k=1 k=1

n—1 n—1
A > 1+ |ag|, donc A" > ZAk|ak| +A> ZAk|ak| + |ag|. Ainsi, on a prouvé que
k=1 k=1

n—1
R(A) = A" =" A¥la| > 0.
k=0

Sir> A, l’appﬁcation f de la question précédente étant strictement croissante,
0= f(r) > f(A) >0, ce qui est faux, donc r < A.

13°) Soit z € C une racine de S. D’apres la question 1, |S(2)] > R(|z|), donc
R(|z]) <0.Siz=0,alors 0 = |z] <.

Siz # 0, alors |z] >0 et f(|]z]) <0.Si|z| >r, alors f(|z]) > f(r) = 0 ce qui est faux,
donc |z| < r.

Ainsi, toutes les racines de S sont dans le disque fermé de centre 0 et de rayon 7.

Or r < A, donc toutes les racines de S sont dans le disque fermé de centre 0 et de
rayon A.

14°) © Supposons que a,_1 # 0 et que S possede une racine complexe z de module
r.r >0, donc z # 0.

n—1 n—1
0=2.5(z) =2"+ Zakzk, donc \Zakzk| =|=2" ="
k=0 k=0

n—1
Par ailleurs, » _[ax2*| = |2|" — R(|2]) = |2|" = R(r) = |2|",
k=0

n—1 n—1
donc |Zakzk| = Z |apz").
k=0 k=0



Soit h € {0,...,n —2}. Alors
n—1 n—2

| Z apz®| < |ap 12"+ apz| + | Zakzk\
k=0

k=0
k#h
n—2
< a2 4 Jan"| + 1) arz|
k=0
k#h
n—1 n—1
< Z lan2®| = ]Zakzk|, donc
k=0 , =0 ,
n— n—
12"+ apz"| + | Zakz’ﬂ = |an_12"" + |anz"| + | Z apz¥|,
k=0 k=0
k#h ks£h

puis |a, 12"t 4+ apz"| = |an_12"7| + |anz"| : nous sommes dans le cas d’égalité de
I'inégalité triangulaire, et a,_,2""! # 0, donc d’apres le cours, il existe A, € R, tel que

anz" = A\pan_12"1, pour tout h € {0,...,n — 2}.

a
De plus, A\, = [\| = %rh_”ﬂ, donc A\, ne dépend que de r et de S, et non de z.
Ap—1
n—1 n—2
Alors 2™ = —Zakzk = puz""t, en posant p = —a,_, Z)\k — ay_1, or z # 0, donc
k=0 k=0

z = u et u ne dépend que de r et de S. Ceci prouve I'unicité de z, tel que S(z) = 0
avec |z| = r, si 'on suppose 'existence.

o SiS(X)=X"—1,alors R(X) = X" — 1, donc r = 1, or S possede n racines
distinctes de module 1, donc le résultat précédent peut étre faux lorsque a,,_; = 0.

3 Le théoreme d’Enestrom-Kakeya (1893 et 1913)

1 1 n n
15°) <>S:—(X—1)P:—(§ XS aka>,
079
k=0

16
n k=0

doncS:X"“—i—Zw

k=1

xk_ Q0

Qp Qp

!
Ainsi, S est unitaire et ~=2 # 0, donc on peut utiliser les résultats précédents.
n

Pour tout k& € {1,...,n}, W
R = S. Or, par définition de S, Sn(l) =0, donc r = 1. Ainsi, d’apres notre solution de
la question 13, toutes les racines de S, donc de P ont un module inférieur ou égal a 1.
¢ On suppose de plus que o, < a,. Alors le coefficient de S de degré n est non nul,
donc on peut appliquer la question 14 : S possede au plus une racine de module 1. Or 1
est racine de S, donc c’est 'unique racine de module égal a 1. De plus P(1) > ag > 0,
donc 1 n’est pas racine de P. Ainsi pour toute racine complexe z de P, |z| < 1.

< 0, donc le polynome R associé a S vérifie



16°)  Soit z une racine de Q.

o Posons P(X) = Q(vX) : P(X) = Y by*X*. Ainsi, si 'on note P = Zaka,

b
on a ag > 0 et pour tout k € {0,...,n — 1}, apy1 = b1 Y™ > bppy® x b—k, par
k41
définition de ~y, donc a4 > bpy® = ay. Ainsi P satisfait les conditions de la question

précédente. Ses racines ont donc un module inférieur ou égal a 1.
Or 0 =Q(z) = P(Z), donc |z| <.

¢ Posons maintenant P(X) = X”Q(%) : P(X) = Z bpB* X" *. Ainsi, si 'on note &
k=0

nouveau P = Z&ka, on a encore ap > 0 et pour tout k € {0,...,n — 1},
k=0

by —
W1 = b (o) B F T > b1 B X b

donc agyq > b,_1f"F = ay. Ainsi P satisfait les conditions de la question précédente.
Ses racines sont ont donc un module inférieur ou égal a 1.

1 o
Or Q(%) = FP(X)’ donc Q(X) = Q(g) = P(ﬁ) donc P(g) = 0. Alors

|§| <1, donc |z| > 5.

k

, par définition de j3,

4 Le théoréme de Cohn (1922)

17°) Posons P, = O{LP. P, est unitaire et 'un de ses coefficients non dominants est
non nul, donc on peut appliquer a P; les résultats des questions 11 a 13 : en posant

Ri(X) = X" — Z |ak|Xk Ry possede une unique racine p(P) € R¥%. C’est donc

||
n—1
'unique solution dans R de I'équation Z o |2F = |, |2
k=0

De plus, toute racine ¢ de P est racine de P;, donc || < p(P).

18°) Soit n € N*. Notons R(n) I’assertion : pour tout polynome P de degré n, il

existe ((1,...,(,) € C" tel que P = «, H(X — (), ol ay, est le coefficient dominant
i=1

de P.

Pour n =1, P(X) = a1 X + ag = an (X — (—¢2)), d'ou R(1).

Pour n > 2, soit P un polynome de degré n et de coefficient dominant «,,. D’apres le
théoreme de D’Alembert, il existe ¢, € C tel que P((,) = 0. D’apres le cours, il existe
Q € C[X] tel que P = a, (X —(,)Q. Q est unitaire de degré n—1, donc d’apres R(n—1),



n—1 n
il existe (C1,...,Cu1) € C*7L tel que Q = H(X — (). Ainsi, P = anH(X — Gi) ce
i=1 1=1
qui prouve R(n).
Le principe de récurrence permet de conclure, quitte ensuite a réordonner les racines
de P en fonction de leurs modules.

19°) Soit k € {0,...,n — 1}. D’apres les relations de Viete,
(072 s s sl
= ‘ Z GirGis G i | < Z |Gir Gy -+ - G, |, par inégalité

An 1<y <ig<-+<ip_p<n 1<i1 <ig< -+ <ip_p<n
triangulaire Or pour tout k € {1,...,n}, || < ¢, donc

o S D DR ¥

Oé” 1<i1 <ig<-+<ip_p<n
De plus, pour construire un (n — k)-uplet (iy,4s,...,4,—;) d’entiers tel que
1 <y <idg < -+ < ipy <mn, il suffit de choisir la partie {iy,is,... 9} de n — k
s . 1 n _
éléments parmi les n éléments 1,...,n, donc < (kz) |G|
Qy

De plus, lorsque k = n, I'inégalité est encore car dans ce cas,

—|=1= (Z) ‘<n|n_k

n

n—1 n—1
o n n—
20 2t < Y ()16l
k=0 """ k=0

21°)  Ainsi, d’apres la formule du binéme de Newton, p(P)" < (p(P)+1(.|)™ —p(P)",
donc 2p(P)™ < (p(P) + |Ca])™, puis 27 p(P) < p(P) + |Ca|, ce qui permet de conclure.

22°) 0 n’est pas racine de P, donc ag # 0 et on a toujours a, # 0,

donc ) = Z a, X" satisfait les hypotheses portant sur P. Ainsi, d’apres la question

précédente (2n -1)p(Q) << p(Q) ou ¢ de81gne une racine de Q de module maximal.
Or Q(X) = X"P() = H ——g _H(1—ng BHX— . ot 3 est le

=1
coefficient dominant de Q. A1n81, on peut choisir ( = Cll’ donc (2n —1)p(Q) < Cil < p(Q)
et on conclut en passant aux inverses, toutes ces quantités étant strictement positives.

23°)  Lorsque P(X) = X3+ (=2+3i) X2+ (—3 —5i) X + (6 — 24), p(P) est 'unique
solution strictement positive de 'équation x® — v/1322 — /342 — 21/10 = 0. Par dicho-
tomie, on obtient p(P) = 5,019 4+ 1073. De plus le plus grand module des trois racines
de P est égal a V5 = 2,236 £ 1073 : cela illustre le résultat de la question 17.

On a aussi (25 — 1)p(P) = 1,304 4+ 1073 : cela illustre la question 21.



5 Un dernier résultat

24°)  Posons Ry (X) = X" — Z o]

k=0
a; # 0, donc on peut appliquer les résultats des questions 11 a 13 a iPl et a Ry.

| |Xk Il existe ¢ € {0,...,n — 2} tel que
O

Or i(p(P)) = (p(P) Z 2 o(p)) + =yt = eyt > 0, done
d’apres la question 12, p(Pl) < p(P).
25°)  Soit ¢ € C une racine de P telle que |(| > p(P1). En particulier, |(| > 0.

n—2 n—2

¢ étant racine de P, i, ("o, (" = — Z o CF, done [an (a1 (" < Z o ||C,

—2
puis |anC + an_1| < Z|ak||c|n — . or |¢| > p(Py), done
k=0

n—2 n—2
1
o1+ anCl <> ol s S — D lalp(P)]".
2P 7 p(Py T
26°) Soit ¢ € C une racine de P. Si z n’est pas dans le disque fermé de centre 0 et

de rayon p(Py), |z| > p(P1), donc d’apres la question précédente,

1
|1 + (] < Wzmkm(ﬂ)\k = |an|p(Py) par définition de p(P;), donc
1 _

U
—1)| < p(P,), si bien que ¢ est dans le disque de centre ——— et de rayon

Qp Qp

p(Pr).

27°)  Lorsque P(X) = X3+ (—2+3i)X?+ (—3—5i) X + (6 — 2i), p(P;) est I'unique
solution strictement positive de I’équation x® — v/34x — 2/10 = 0. Par dichotomie, on
obtient p(P;) = 2,839 4+ 1073. De plus, pour cet exemple, -l _ 9 + 3i.

o

D’apres la question 10, toutes les racines de P sont dans le ndisque de centre 0 et de
rayon p(P).



