
DM 53 : Polynômes cyclotomiques
et théorème de Dirichlet

Le but de ce problème est de d’étudier les polynômes cyclotomiques pour démontrer
deux cas particuliers du théorème de la progression arithmétique de Dirichlet. Ce
théorème affirme que pour tout a, n ∈ N∗ tel que a ∧ n = 1, il existe une infinité
de nombres premiers p tels que p ≡ a [n]. Nous démontrons dans ce problème les deux
cas a = 1 et a = −1, respectivement dans les parties II et III.

Notations, définitions et rappels

⋄ Pour n ∈ N∗, P(n) désigne l’ensemble des entiers de {1, . . . , n} premiers avec n :
P(n) = {k ∈ {1, . . . , n} / k ∧ n = 1}.
⋄ L’indicatrice d’Euler φ(n) est le cardinal de P(n).

⋄ Pour (n, k) ∈ N∗ × N, on note ωn,k = e2iπ
k
n .

⋄ Le polynôme cyclotomique Φn ∈ C[X] est défini par : Φn =
∏

k∈P(n)

(X − ωn,k).

⋄ La notation
∑
d|n

ad désigne la somme sur tous les diviseurs d de n tels que d ∈ N.

De même, la notation
∏
d|n

ad désigne le produit sur tous les diviseurs d de n tels que

d ∈ N.

⋄ Soit n ∈ N∗. Lorsque n = pα1
1 · · · pαk

k est la décomposition de n en produit de facteurs
premiers, avec α1, . . . , αk ∈ N∗, où p1, . . . , pk sont des nombres premiers deux à deux
distincts, on définit µ(n) de la façon suivante :
si pour tout i ∈ {1, . . . , k}, αi = 1, alors µ(n) = (−1)k

et s’il existe i ∈ {1, . . . , k} tel que αi ≥ 2, alors µ(n) = 0.
µ s’appelle la fonction de Möbius.

⋄ Le symbole de Kronecker δa,b est égal à 1 si a = b et est égal à 0 sinon.

⋄ Pour tout nombre premier p, on rappelle que (Z/pZ,+,×) est un corps, que l’on
notera Fp.

⋄ Lorsque K est un corps et que P ∈ K[X], l’ensemble des racines dans K du polynôme
P est noté Rac(P ) ou bien RacK(P ) s’il y a ambigüıté sur le corps K dans lequel on se
place.
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Partie I : Propriétés élémentaires des polynômes cyclotomiques

Soit n ∈ N∗.

1◦) En fonction des définitions et des notations précédentes, donner le degré et le
coefficient dominant de Φn.

2◦) Déterminer Φn lorsque n = 1, 2, 3, 4 et pour n = 6.

3◦) Déterminer Φn lorsque n est premier.

4◦) Montrer que Xn − 1 =
∏
d|n

Φd.

5◦) Soit A,B ∈ Z[X], deux polynômes à coefficients dans Z.
On suppose de plus que B est non nul et unitaire.
Montrer qu’il existe un unique couple (Q,R) de polynômes dans Z[X]
tels que A = BQ+R avec deg(R) < deg(B).

6◦) Montrer que Φn ∈ Z[X].

7◦) Montrer que pour tout n ≥ 2, Φn(0) = 1.

8◦) Montrer que
∑
d|n

µ(d) = δ1,n, où µ est la fonction de Möbius et δ1,n le symbole de

Kronecker.

9◦) Montrer que, dans l’ensemble des fractions rationnelles C(X),

on a Φn(X) =
∏
d|n

(X
n
d − 1)µ(d).

Indication : partir du produit et utiliser la question 4.

10◦) Soit p un nombre premier. Montrer que Φnp(X) =

{
Φn(X

p) si p | n,
Φn(X

p)

Φn(X)
sinon.

Partie II : Une infinité de premiers congrus à 1 modulo n.

Dans cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal à 1.
On fixe un nombre premier p. Lorsque a ∈ Z, on note a la classe de congruence de a
modulo p, de sorte que a est un élément de Z/pZ = Fp.

Lorsque P =
∑
k∈N

pkX
k ∈ Z[X], on pose P =

∑
k∈N

pkX
k ∈ Fp[X].

11◦) Montrer que l’application P 7−→ P est un morphisme d’anneaux de Z[X] dans
Fp[X]. Est-il surjectif ? Est-il injectif ?

Jusqu’à la question 16 incluse, on suppose que Φn possède une racine dans Fp, que l’on
note a. On note ω l’ordre de a, c’est-à-dire le plus petit entier strictement positif tel
que aω = 1.

12◦) Montrer que a ̸= 0 et que ω divise p− 1.
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13◦) À l’aide de la question 4, montrer qu’il existe d ∈ N∗ tel que d divise ω et tel
que Φd(a) = 0, puis montrer que d = ω.

14◦) Soit Q ∈ Fp[X] et x ∈ Fp tel que Q(x) = 0 et Q′(x) ̸= 0.
Montrer que x est une racine simple de Q.

15◦) On suppose pour cette question que p et n sont premiers entre eux.
Montrer que a est une racine simple de Xn − 1
et en déduire que ω = n puis que p ≡ 1 [n].

16◦) On suppose pour cette question que p divise n.
Montrer à l’aide de la question 10 que a est une racine de Φn

p
.

En déduire qu’il existe v ∈ N∗ tel que n = pvω.
Montrer que p est le plus grand diviseur premier de n.

17◦) Soit α ∈ Z. Si p divise Φn(α), montrer que p ≡ 1 [n] ou que p est le plus grand
diviseur premier de n.

18◦) On suppose que n ≥ 2.
Pour cette question, p n’est plus fixé. On suppose que l’ensemble des nombres premiers
p tels que p ≡ 1 [n] est fini. On note k le cardinal de cet ensemble et p1, . . . , pk ses
éléments.
On suppose que N est un multiple de n, et on pourra choisir N aussi grand que

nécessaire. On pose A = N
k∏

i=1

pi.

Montrer que Φn(A) et A sont premiers entre eux.
En considérant un diviseur premier de Φn(A), aboutir à une contradiction.

Partie III : Une infinité de premiers congrus à -1 modulo n.

p désigne à nouveau un nombre premier et n ∈ N∗.
On admet l’existence d’un corps K tel que Fp est un sous-corps de K et tel que tout
polynôme de K[X] est scindé dans K[X].

19◦) Montrer que RacK(X
p −X) = Fp.

20◦) Lorsque a est un élément de K \ {0} d’ordre fini, on notera ord(a) son ordre.
On suppose que p ∧ n = 1.
Montrer que les racines de Φn dans K sont simples.

Montrer que Φn(X) =
∏

a∈K\{0}
tq ord(a)=n

(X − a).

21◦) Montrer que, pour tout k ∈ N∗, il existe (b0, . . . , bk) ∈ Zk+1

tel que
(
X +

1

X

)k

= b0 +
k∑

ℓ=1

bℓ

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
, avec bk = 1.
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22◦) Soit k ∈ N et (a0, . . . , ak) ∈ Zk+1. Montrer qu’il existe Q ∈ Z[X] avec deg(Q) ≤ k

tel que a0 +
k∑

ℓ=1

aℓ

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
= Q

(
X +

1

X

)
, et tel que deg(Q) = k si ak ̸= 0.

En déduire que, pour tout P ∈ Z[X] tel que deg(P ) = 2k et X2kP
( 1

X

)
= P (X),

il existe Q ∈ Z[X], avec deg(Q) = k, tel que P (X) = XkQ
(
X +

1

X

)
.

Pour toute la suite de ce problème, on suppose que n ≥ 3.

23◦) Montrer que φ(n) est pair et non nul.

24◦) Montrer qu’il existe un polynôme Ψn ∈ Z[X], de degré φ(n)
2
,

tel que Ψn

(
X +

1

X

)
=

Φn(X)

X
φ(n)
2

.

25◦) On suppose que n ∧ p = 1.
Soit ω ∈ K \ {0}. Posons β = ω + 1

ω
. Montrer que βp = ωp + 1

ωp .
Montrer que βp = β si et seulement si ωp = ω ou ωp = ω−1.
En déduire que si γ est une racine dans K de Ψn, alors γ ∈ Fp ⇐⇒ p ≡ ±1 [n].

26◦) On suppose que n ≥ 3 avec n ̸= 4 (les cas où n = 1 ou n = 2 sont évidents
et le cas où n = 4 a été vu en TD). On suppose que l’ensemble des nombres premiers
q tels que q ≡ −1 [n] est fini. On note k le cardinal de cet ensemble et p1, . . . , pk ses
éléments.
a) Montrer que Ψn(0) ̸= 0.

On pose a = Ψn(0) et Θ(X) = 1
a
Ψn(aX).

b) Montrer que Θ ∈ Z[X].

c) Calculer les racines complexes de Ψn et en déduire que les racines complexes de Θ
sont toutes réelles et simples.

d) En déduire qu’il existe α, β ∈ R avec α < β tels que pour tout t ∈ [α, β], Θ(t) < 0.

D’après la partie II, il existe un nombre premier p0 tel que p0 ≡ 1 [np1 · · · pk].
e) Montrer l’existence d’un entier m ∈ Z et d’un entier ℓ ∈ N
tels que Θ

(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
< 0.

f)Montrer que p
1
2
φ(n)ℓ

0 Θ
(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
est un entier relatif, congru à 1 modulo np1 · · · pk.

g) Aboutir à une contradiction en étudiant les diviseurs premiers de

p
1
2
φ(n)ℓ

0 Θ
(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
distincts de p0.
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