
DM 53 : un corrigé

Partie I : Propriétés élémentaires des polynômes cyclotomiques

1◦) Le degré de Φn est le cardinal de P (n), donc deg(Φn) = φ(n).
Le polynôme Φn est défini comme produit de polynômes unitaires, il est donc également
unitaire.

2◦) P(1) = {1}, donc Φ1 = X − ω1,1 = X − 1 = Φ1 .

P(2) = {1}, donc Φ2 = X − ω2,1 = X + 1 = Φ2 .

P(3) = {1, 2}, donc Φ3 = (X−ω3,1)(X−ω3,2) = (X−j)(X−j2) = X2 +X + 1 = Φ3 .

P(4) = {1, 3}, donc Φ4 = (X − ω4,1)(X − ω4,3) = (X − i)(X + i) = X2 + 1 = Φ4 .

P(6) = {1, 5}, donc Φ6 = (X−ei
π
3 )(X−ei

π
3 ) = X2−2X cos π

3
+1, donc Φ6(X) = X2 −X + 1

.

3◦) On suppose que n est premier. Alors P(n) = {1, . . . , n− 1}. Ainsi,

Φn(X) =
n−1∏
k=1

(X − ωn,k) =
Xn − 1

X − 1
= Xn−1 +Xn−2 + · · ·+X + 1 = Φn .

4◦) D’après le cours, Xn − 1 =
n∏

k=1

(X − e2iπ
k
n ).

Posons A = { k
n
/ k ∈ Nn}. Ainsi, Xn − 1 =

∏
a∈A

(X − e2iπa).

Soit a ∈ A. Il existe k ∈ Nn tel que a = k
n
. L’écriture irréductible de ce rationnel est

de la forme a = h
d
, où h ∧ d = 1, d étant un diviseur de n dans N. De plus, a ∈]0, 1],

donc h ∈ Nd. Ainsi, a = h
d
, où h ∈ P(d). Ceci démontre que A ⊂

⋃
d | n

{h

d
/ h ∈ P(d)

}
.

Réciproquement, si a est de la forme a = h
d
, où h ∧ d = 1, d étant un diviseur de n,

alors il existe e ∈ N tel que n = de, donc a = he
de

= he
n
∈ A. De plus, cette réunion est

disjointe par unicité de l’écriture d’un rationnel sous forme irréductible.

Ainsi A =
⊔
d | n

{h

d
/ h ∈ P(d)

}
. Alors, par produit par paquets,

Xn − 1 =
∏
d|n

∏
h∈P(d)

(X − e2iπ
h
d ), donc Xn − 1 =

∏
d | n

Φd .
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5◦) ⋄ Unicité : Supposons qu’il existe (Q,R) ∈ Z[X]2 tels que A = BQ + R avec
deg(R) < deg(B). Alors (Q,R) ∈ Q[X]2, donc Q et R sont les reste et quotient de la
division euclidienne de A par B dans Q[X] (Q étant un corps). Ainsi, sous condition
d’existence, il y a bien unicité.
⋄ Existence : On fixe B ∈ Z[X] \ {0} et on suppose que B est unitaire.
Soit n ∈ N. On note R(n) l’assertion suivante : pour tout A ∈ Z[X] avec deg(A) ≤ n,
il existe un couple (Q,R) ∈ Z[X]2 tel que A = BQ+R avec deg(R) < deg(B).
Pour n = 0, soit A ∈ Z[X] avec deg(A) ≤ 0.
Si deg(B) ≥ 1, le couple (Q,R) = (0, A) convient.
Sinon, deg(B) = 0, donc B ∈ Z \ {0}. De plus, B est unitaire, donc B = 1. On peut
alors écrire A = BA+ 0 et deg(0) < deg(B). Donc le couple (A, 0) convient.
Pour n ≥ 1, on suppose R(n− 1). Soit A ∈ Z[X] avec deg(A) ≤ n.
Si deg(A) < deg(B), il suffit d’écrire A = 0.B + A.
Supposons maintenant que deg(A) ≥ deg(B). Posons A = anX

n + C
avec deg(C) ≤ n− 1 et B = Xp +D avec deg(D) < p ≤ n.
Alors A− anX

n−pB = anX
n + C − anX

n − anX
n−pD = C − anX

n−pD.
Or deg(C−anX

n−pD) ≤ max(deg(C), n−p+deg(D)) ≤ n−1, donc d’après R(n−1),
il existe (Q′, R) ∈ Z[X]2 tels que C − anX

n−pD = BQ′ +R et deg(R) < deg(B).
Alors A = (anX

n−p +Q′)B +R, ce qui prouve R(n), car Q = anX
n−p +Q′ ∈ Z[X].

Ceci prouve l’existence d’après le principe de récurrence.

6◦) Montrons par récurrence forte sur n ∈ N∗ que Φn ∈ Z[X].
— Initialisation : vérifiée pour n ∈ {1, 2, 3, 4} d’après la question 2.
— Hérédité : soit n ≥ 2 tel que pour tout m ∈ {1, . . . , n − 1}, Φm ∈ Z[X].

Alors, le polynôme Q =
∏
d|n
d̸=n

Φd est à coefficients entiers et unitaire. Or d’après

la question 4, Φn est le quotient de Xn − 1 par ce polynôme, donc d’après la
question précédente, Φn ∈ Z[X].

D’après le principe de récurrence, pour tout n ≥ 1, Φn ∈ Z[X].

7◦) D’après la question 2, Φ1(0) = −1 et pour tout n ∈ {2, 3, 4}, Φn(0) = 1.
Supposons que n ≥ 3 et que, pour tout k ∈ {2, . . . , n− 1}, Φk(0) = 1. Alors pour tout

d ∈ N∗ tel que d | n et d < n, Φd(0) = 1. Or Xn−1 = ΦnΦ1

∏
d|n

d/∈{1,n}

Φd, donc en évaluant

en 0, on obtient que −1 = −Φn(0), donc Φn(0) = 1.
Le principe de récurrence forte permet de conclure.

8◦) Notons n = pα1
1 · · · pαk

k la décomposition de n en produit de facteurs premiers,
avec α1, . . . , αk ∈ N∗, où p1, . . . , pk sont des nombres premiers deux à deux distincts.

Si n = 1, le seul diviseur de n dans N est 1, donc
∑
d|1

µ(d) = µ(1) = (−1)0 = 1.

On suppose maintenant que n ≥ 2 et on doit montrer que
∑
d|n

µ(d) = 0.
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Soit d un diviseur de n. Ainsi, il existe β1, . . . , βk ∈ N tels que d =
k∏

i=1

pβi

i avec βi ≤ αi

pour tout i ∈ Nk. S’il existe i ∈ Nk tel que βi ≥ 2, alors µ(d) = 0, donc les seuls

diviseurs d de n pour lesquels µ(d) ̸= 0 sont de la forme d =
∏
i∈I

pi, où I ⊂ Nk, et dans

ce cas, µ(d) = (−1)|I|.

L’application I 7−→
∏
i∈I

pi est donc une bijection de P(Nk) dans l’ensemble des diviseurs

d de n tels que µ(d) ̸= 0. Ainsi, par changement de variable,∑
d|n

µ(d) =
∑
I⊂Nk

(−1)|I|, puis par sommation par paquets,

∑
d|n

µ(d) =
k∑

h=0

∑
I⊂Nk
|I|=h

(−1)h =
k∑

h=0

(
k
h

)
(−1)h = (1 − 1)k d’après la formule du binôme

de Newton. Or k ≥ 1, car n ≥ 2, donc
∑
d|n

µ(d) = 0.

9◦) D’après la question 4,
∏
d|n

(X
n
d − 1)µ(d) =

∏
d|n

∏
d′|n

d

Φ
µ(d)
d′ .

Posons A = {(d, d′) ∈ N∗2 / d|n et d′|n
d
}. Alors,

(d, d′) ∈ A ⇐⇒ ∃a, b ∈ N∗, n = ad, n
d
= bd′

⇐⇒ ∃b ∈ N∗, n = bdd′

⇐⇒ (d′, d) ∈ A.

On peut donc poser
f : A −→ A

(d, d′) 7−→ (d′, d)
. On a clairement f ◦ f = IdA, donc f

est une bijection. Or∏
d|n

(X
n
d − 1)µ(d) =

∏
(d,d′)∈A

Φ
µ(d)
d′ =

∏
(d,d′)∈A

g(d, d′), en posant g(d, d′) = Φ
µ(d)
d′ , donc par

changement de variables,
∏
d|n

(X
n
d − 1)µ(d) =

∏
(d,d′)∈A

g(f(d, d′)) =
∏

(d,d′)∈A

g(d′, d). Ainsi,

∏
d|n

(X
n
d − 1)µ(d) =

∏
d|n

∏
d′| d

n

Φ
µ(d′)
d =

∏
d|n

Φ

∑
d′|n

d

µ(d′)

d =
∏
d|n

Φ
δ1, n

d
d = Φn.

10◦) Supposons que p est premier. Notons à nouveau n = pα1
1 ×· · ·×pαk

k la décomposition
primaire de n.
Premier cas : on suppose que p ne divise pas n. Alors, la décomposition primaire de

np s’écrit np = p

k∏
i=1

pαi
i , donc les diviseurs de np sont les entiers de la forme pβ0

k∏
i=1

pβi

i

avec β0 ∈ {0, 1} et, pour tout i ∈ Nk, βi ∈ {0, . . . , αi}. Ainsi, si l’on note D l’ensemble
des diviseurs de n, l’ensemble des diviseurs de np est D⊔pD. Alors, d’après la question

précédente, Φnp =
∏

d∈D⊔(pD)

(X
np
d − 1)µ(d) =

(∏
d∈D

((Xp)
n
d − 1)µ(d)

)(∏
d∈D

(X
np
pd − 1)µ(pd)

)
,
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or par définition de µ, lorsque d ∈ D, µ(pd) = −µ(d), donc

Φnp =

∏
d∈D

((Xp)
n
d − 1)µ(d)∏

d∈D

(X
np
pd − 1)µ(d)

=
Φn(X

p)

Φn(X)
.

Second cas : on suppose maintenant que p divise n. Sans perte de généralité, on peut

supposer que p = p1. Alors, la décomposition primaire de np s’écrit np = pα1+1
1

k∏
i=2

pαi
i ,

donc les diviseurs de np sont les entiers de la forme
k∏

i=1

pβi

i avec β1 ∈ {0, α1 + 1} et,

pour tout i ∈ {2, . . . , k}, βi ∈ {0, . . . , αi}. Ainsi l’ensemble des diviseurs de np est la

réunion disjointe de D et de E =
{
pα1+1
1

k∏
i=2

pβi

i / ∀i ∈ {2, . . . , k}, βi ∈ {0, . . . , αi}
}
,

mais pour tout d ∈ E, µ(d) = 0 car α1 + 1 ≥ 2, donc d’après la question précédente,

Φnp =
∏
d∈D

(X
np
d − 1)µ(d) = Φn(X

p).

Partie II : Une infinité de premiers congrus à 1 modulo n.

11◦) ⋄ Soit P =
∑
k∈N

pkX
k et Q =

∑
k∈N

qkX
k deux polynômes de Z[X]. Alors

P+Q =
∑
k∈N

(pk+qk)X
k, donc P +Q =

∑
k∈N

pk + qkX
k =

∑
k∈N

pkX
k+

∑
k∈N

qkX
k = P+Q.

De même, PQ =
∑
k∈N

( ∑
h+ℓ=k

phqℓ

)
Xk,

donc PQ =
∑
k∈N

( ∑
h+ℓ=k

phqℓ

)
Xk =

∑
k∈N

( ∑
h+ℓ=k

phqℓ

)
Xk. D’autre part, en calculant

dans l’anneau Fp[X], P ×Q =
(∑

k∈N

pkX
k
)
×
(∑

k∈N

qkX
k
)
=

∑
k∈N

( ∑
h+ℓ=k

phqℓ

)
Xk, donc

PQ = P × Q. De plus 1 = 1Fp[X], donc l’application P 7−→ P est un morphisme
d’anneaux.
⋄ Soit Q ∈ Fp[X]. Ses coefficients sont dans Fp, donc Q est de la forme Q =

∑
k∈N

pkX
k,

où (pk) est une famille presque nulle d’entiers. Ainsi, Q = P en posant P =
∑
k∈N

pkX
k.

Ceci prouve que le morphisme est surjectif.
⋄ p est un polynôme constant non nul de Z[X], mais p = 0, donc p est un élément
non nul du noyau du morphisme. Ceci prouve que le morphisme n’est pas injectif.

12◦) ⋄ Lorsque P =
∑
k∈N

pkX
k ∈ Z[X] et α ∈ Z, P (α) =

∑
k∈N

pkαk = P (α).
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Ainsi, si a = 0, alors 0 = Φn(a) = Φn(0) = Φn(0), donc d’après la question 7, lorsque
n ≥ 1, 0 = 1 et lorsque n = 1, 0 = −1. Ceci est toujours faux. Ainsi a ̸= 0.
⋄ a est donc un élément du groupe multiplicatif (F∗,×) qui est de cardinal p−1, donc
d’après le théorème de Lagrange, l’ordre de a, qui correspond au cardinal du groupe
multiplicatif engendré par a, est un diviseur de p− 1.

13◦) ⋄ Dans Fp, a
ω = 1, donc a est une racine du polynôme Xω − 1 de Fp[X]. Mais

d’après les questions 4 et 11, Xω − 1 =
∏
d|ω

Φd. Ainsi,
∏
d|ω

Φd(a) = 0 or Fp est un corps

donc il est intègre. Ainsi, il existe d ∈ N∗ tel que d divise ω et tel que Φd(a) = 0.

⋄ Toujours d’après la question 4, Xd − 1 =
∏
e|d

Φe, donc a
d − 1 = Φd(a)

∏
e|d
e ̸=d

Φe(a) = 0,

donc ad = 1, donc d’après la définition de ω, ω ≤ d, mais d divise ω, donc d = ω.

14◦) Un résultat similaire a été établi en cours, mais seulement dans un corps de
caractéristique nulle, ce qui n’est pas le cas ici.
x est une racine de Q, donc d’après le cours, il existe H ∈ Fp[X] tel que Q = (X−x)H.
Alors Q′ = (X − x)H ′ +H, donc Q′(x) = H(x) ̸= 0. Ainsi, x n’est pas une racine de
H, ce qui prouve que x est bien une racine simple de Q.

15◦) ⋄ À nouveau, on a Φn(a) = 0 et Xn − 1 =
∏
d|n

Φd, donc an = 1. Ainsi, a est bien

une racine de Xn − 1.
De plus, (Xn−1)′(a) = nan−1 = n×an−1. Or a ̸= 0, donc an−1 ̸= 0. De plus, p∧n = 1,
donc n ̸= 0, or Fp est intègre, donc (Xn − 1)′(a) ̸= 0. Ceci prouve d’après la question
précédente que a est une racine simple de Xn − 1.
⋄ Supposons que ω ̸= n.
D’après le point précédent, an = 1, donc d’après le cours, ω est un diviseur strict de

n. Alors, toujours d’après la question 4, Xn − 1 = Φn × Φω ×
∏
d|n

d/∈{ω,d}

Φd, or a est une

racine de Φn (par hypothèse) et de Φω (d’après la question 13), donc a est une racine
au moins double de Xn − 1, ce qui est faux. On a donc montré que ω = n.
⋄ D’après la question 12, n = ω divise p− 1, donc p− 1 ≡ 0 [n] puis p ≡ 1 [n].

16◦) ⋄ Supposons d’abord que n = pq où p divise q = n
p
. Alors, d’après la question 10,

Φn(X) = Φpn
p
(X) = Φn

p
(Xp), donc 0 = Φn(a) = Φn

p
(ap), mais on a vu que ap−1 = 1,

donc ap = a. Ainsi, Φn
p
(a) = 0.

Il reste à montrer cette propriété lorsque n = pq avec p∧ q = 1. Mais dans ce cas, selon

la question 10, Φn(X) =
Φn

p
(Xp)

Φn
p
(X)

, donc on a bien Φn
p
(a) = Φn

p
(ap) = Φn(a)Φn

p
(a) = 0.

⋄ Par récurrence sur w, on montre que si pw divise n, alors a est une racine de Φ n
pw
.

Notons v la valuation p-adique de n. Alors n = pvm où m ∧ p = 1. Alors a est une
racine de Φm, donc d’après la question précédente en remplaçant n par m ∈ N∗, ω = m.
On a bien montré que n = pvω où v ∈ N∗.
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⋄ D’après la question 12, ω divise p− 1, donc ω ≤ p− 1, or les diviseurs premiers de
n différents de p sont des diviseurs de ω, donc ils sont strictement inférieurs à p. Ainsi,
p est le plus grand diviseur premier de n.

17◦) Dans Fp, on a 0 = Φn(α) = Φn(α), donc α est une racine de Φn. On peut donc
utiliser les questions précédentes. D’après les questions 16 et 17, si p est premier avec
n, alors p ≡ 1 [n] et sinon, alors p est le plus grand diviseur premier de n.

18◦) ⋄ Posons Φn(X) =
∑
h∈N

phX
h ∈ Z[X]. Alors, Φn(A) =

∑
h∈N

phA
h ≡ p0 [A], or

p0 = Φn(0) = 1, car n ≥ 2, donc Φn(A) ≡ 1 [A]. Ainsi, dans Z/AZ, Φn(A) = 1 est
inversible, donc d’après le cours, Φn(A) et A sont premiers entre eux.
⋄ deg(Φn) = φn ≥ 1, car 1 ∧ n = 1 et Φn est unitaire, donc Φn(t) −→

t→+∞
+∞. Ainsi,

quitte à choisir N suffisamment grand, on peut supposer que Φn(A) ≥ 2. Alors il existe
p ∈ P tel que p divise Φn(A).
D’après la question précédente, p ≡ 1 [n] ou p est un diviseur de n. Dans le premier

cas, il existe i ∈ Nk tel que p = pi, donc p divise A = N
k∏

j=1

pj, mais c’est encore vrai

dans le second cas car N est un multiple de n. Ainsi p est un diviseur commun de
Φn(A) et de A, ce qui est impossible car ils sont premiers entre eux.
Il existe donc une infinité de nombres premiers congrus à 1 modulo n.

Partie III : Une infinité de premiers congrus à -1 modulo n.

19◦) Soit x ∈ Fp. Lorsque x ̸= 0, on a déjà vu que xp−1 = 1, donc xp = x. Lorsque
x = 0, on a aussi xp = 0 = x, donc les éléments de Fp sont tous des racines de X

p−X,
or Fp est de cardinal p et Xp −X est de degré p, donc on a déjà toutes les racines de

Xp −X, qui sont d’ailleurs simples. On a bien montré que RacK(X
p −X) = Fp .

20◦) ⋄ La question 14 est en fait valable dans n’importe quel corps, donc également
dans K[X]. Soit a ∈ RacK(X

n − 1). Alors an = 1, donc a ̸= 0.
De plus, (Xn− 1)′(a) = (n1K)a

n−1, mais F ⊂ K, donc 1K = 1Fp = 1, or n∧ p = 1, donc
n1K = n ̸= 0. On en déduit que (Xn − 1)′(a) ̸= 0, donc que a est une racine simple
de Xn − 1. Ainsi, Xn − 1 est simplement scindé dans K[X], donc il en est de même
de tout polynôme qui divise Xn − 1, ce qui est le cas de Φn, car on a toujours, dans

Fp[X], Xn − 1 =
∏
d|n

Φd.

⋄ Pour montrer que Φn(X) =
∏

a∈K\{0}
tq ord(a)=n

(X − a), il suffit donc

de montrer que RacK(Φn) = {a ∈ K \ {0} / ord(a) = n}.
Supposons que a ∈ K \ {0} avec ord(a) = n. Alors an = 1K, donc a est racine de

Xn − 1 =
∏
d|n

Φd. Ainsi, il existe d ∈ N∗ tel que d|n et tel que a est racine de Φd. Mais
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Xd − 1 =
∏
e|d

Φe, donc ad = 1K. Par définition de l’ordre de a, d ≥ n, or d|n, donc

d = n. Ainsi, a est bien une racine de Φn.
Réciproquement, supposons que a est une racine de Φn dans K. Alors an = 1K, donc
ord(a) divise n. Si ord(a) ̸= n, on peut reprendre le même raisonnement qu’en question
15, en posant ω = ord(a), pour aboutir à une contradiction. Ainsi ord(a) = n.

21◦) Cette propriété résulte de la formule du binôme de Newton et de la symétrie

des coefficients binomiaux (

(
k
ℓ

)
=

(
k

k − ℓ

)
) mais sa mise en oeuvre précise est

laborieuse, on préfère une simple récurrence.
Soit k ∈ N∗. Posons R(k) l’assertion suivante : il existe (b0, . . . , bk) ∈ Zk+1 tel que(
X +

1

X

)k

= b0 +
k∑

ℓ=1

bℓ

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
, avec bk = 1.

R(1) est évidente. Supposons que R(k) est vraie et montrons R(k + 1).(
X +

1

X

)k+1

=
(
X +

1

X

)k(
X +

1

X

)
, donc d’après l’hypothèse de récurrence,(

X +
1

X

)k+1

= b0

(
X +

1

X

)
+

k∑
ℓ=1

bℓ

(
Xℓ +

1

Xℓ

)(
X +

1

X

)
. Ainsi,

(
X +

1

X

)k+1

= b0

(
X +

1

X

)
+

k∑
ℓ=1

bℓ

(
Xℓ+1 +

1

Xℓ+1
+Xℓ−1 +

1

Xℓ−1

)
= b0

(
X +

1

X

)
+

k+1∑
ℓ=2

bℓ−1

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
+

k−1∑
ℓ=0

bℓ+1

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
, puis

en convenant que bℓ = 0 pour tout ℓ ∈ Z \ {0, . . . , k}, on peut écrire(
X+

1

X

)k+1

=
k+1∑
ℓ=0

bℓ−1

(
Xℓ+

1

Xℓ

)
+

k+1∑
ℓ=0

bℓ+1

(
Xℓ+

1

Xℓ

)
=

k+1∑
ℓ=0

(bℓ−1+bℓ+1)
(
Xℓ+

1

Xℓ

)
.

Ainsi,
(
X +

1

X

)k+1

= c0 +
k+1∑
ℓ=1

cℓ

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
, en posant

c0 = 2b1 ∈ Z, et pour tout ℓ ∈ {1, . . . , k + 1}, cℓ = bℓ−1 + bℓ+1 ∈ Z. En particulier,
ck+1 = bk = 1, donc on a prouvé R(k + 1).

22◦) ⋄ On raisonne par récurrence sur k. Notons R(k) l’assertion suivante :
Pour tout (a0, . . . , ak) ∈ Zk+1, il existe Q ∈ Z[X] avec deg(Q) ≤ k

tel que a0 +
k∑

ℓ=1

aℓ

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
= Q

(
X +

1

X

)
et tel que deg(Q) = k si ak ̸= 0.

Pour k = 0 : soit a0 ∈ Z∗. Notons Q le polynôme constant égal à a0.

Alors a0 = Q
(
X +

1

X

)
, ce qui prouve R(0).

Supposons que k ≥ 1 et que R(k − 1) est vrai. Soit (a0, . . . , ak) ∈ Zk+1.
Alors, avec les notations de la question précédente,
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a0 +
k∑

ℓ=1

aℓ

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
− ak

(
X +

1

X

)k

= a0 − akb0 +
k∑

ℓ=1

(aℓ − akbℓ)
(
Xℓ +

1

Xℓ

)
, mais

ak−akbk = ak−ak = 0, donc d’après R(k−1), il existeH ∈ Z[X] avec deg(H) ≤ k−1 tel

que a0+
k∑

ℓ=1

aℓ

(
Xℓ+

1

Xℓ

)
−ak

(
X+

1

X

)k

= H
(
X+

1

X

)
. Ainsi, en posantQ = H+akX

k,

on a a0 +
k∑

ℓ=1

aℓ

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
= Q

(
X +

1

X

)
et deg(Q) ≤ k. De plus, si ak ̸= 0, alors

deg(Q) = k. On a prouvé R(k).

⋄ Soit P ∈ Z[X] tel que deg(P ) = 2k et X2kP
( 1

X

)
= P (X).

Notons P (X) =
2k∑
ℓ=0

pℓX
ℓ. Par hypothèse,

2k∑
ℓ=0

pℓX
ℓ =

2k∑
ℓ=0

pℓX
2k−ℓ, donc en posant

h = 2k − ℓ, on obtient que
2k∑
ℓ=0

pℓX
ℓ =

2k∑
h=0

p2k−hX
h.

Ainsi, pour tout ℓ ∈ {0, . . . , 2k}, pℓ = p2k−ℓ.

Alors P (X) = pkX
k +

2k∑
ℓ=k+1

pℓX
ℓ +

k−1∑
ℓ=0

p2k−ℓX
ℓ = pkX

k +
2k∑

ℓ=k+1

pℓX
ℓ +

2k∑
h=k+1

phX
2k−h,

donc
1

Xk
P (X) = pk +

2k∑
h=k+1

ph

(
Xh−k +

1

Xh−k

)
= pk +

k∑
ℓ=0

pℓ+k

(
Xℓ +

1

Xℓ

)
.

deg(P ) = 2k, donc p2k ̸= 0, donc d’après le point précédent, il existe Q ∈ Z[X] avec

deg(Q) = k tel que
1

Xk
P (X) = Q

(
X +

1

X

)
, ce qu’il fallait démontrer.

23◦) 1 est premier avec n, donc 1 ∈ P(n), ce qui prouve que φ(n) ≥ 1.
Soit k ∈ Nn. Si d est un diviseur commun de k et de n, d|(n−k), donc d est un diviseur
commun de k et n− k. La réciproque s’obtient par un raisonnement similaire, donc k
est premier avec n si et seulement si n− k est premier avec n.
Lorsque (h, k) ∈ P(n), convenons que h R k ⇐⇒ (h = k)∨(h = n−k). On définit ainsi
une relation d’équivalence sur P(n) dont les classes d’équivalence sont les {k, n − k}
avec k ∈ P(n).
k = n − k ⇐⇒ n = 2k, mais si n = 2k, comme n ≥ 3, alors n ≥ 4 donc k ≥ 2 et
k = k∧n ̸= 1, donc lorsque n− k = k, k /∈ P(n). Ainsi, toutes les classes d’équivalence
sont de cardinal 2, or P(n) est la réunion disjointe de ses classes d’équivalence, donc
son cardinal φ(n) est pair.

24◦) D’après la question 22, il suffit de montrer que Xφ(n)Φn

( 1

X

)
= Φn.

Or Φn(X) =
∏

1≤k≤n
k∧n=1

(X − e2iπ
k
n ), donc
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Xφ(n)Φn

( 1

X

)
= Xφ(n)

∏
1≤k≤n
k∧n=1

( 1

X
− e2iπ

k
n

)
=

∏
1≤k≤n
k∧n=1

(1−Xe2iπ
k
n ) = α

∏
1≤k≤n
k∧n=1

(X − e−2iπ k
n ),

où α désigne le coefficient dominant de ce polynôme. Or ce coefficient dominant vaut

Φn(0) = 1, donc Xφ(n)Φn

( 1

X

)
=

∏
1≤k≤n
k∧n=1

(X − e2iπ
n−k
n ) = Φn, car on a vu lors de la

question précédente que P(n) = {n− k / k ∈ P(n)}.

25◦) ⋄ D’après la formule du binôme de Newton, βp =

p∑
h=0

(
p
h

)
ωp−hω−h.

Soit h ∈ {1, . . . , p− 1}. Alors p divise le produit non vide (car h ≥ 1)

p(p− 1) · · · (p− h+1) =

(
p
h

)
h!, or p∧ h! = 1 (car h ≤ p− 1), donc d’après le lemme

de Gauss, p divise

(
p
h

)
. Ainsi,

(
p
h

)
1K =

(
p
h

)
1 = 0 dans Fp. On peut donc ne

retenir dans la somme précédente que les termes d’indice h ∈ {0, p}, ce qui prouve que
βp = ωp +

1

ωp
.

⋄ Ainsi, βp = β ⇐⇒ ωp +
1

ωp
= ω +

1

ω
⇐⇒ ω2p − ωp+1 − ωp−1 + 1 = 0, puis

βp = 0 ⇐⇒ ωp+1(ωp−1 − 1) − (ωp−1 − 1) = 0 ⇐⇒ (ωp−1 − 1)(ωp+1 − 1) = 0, or K est
intègre, donc βp = 0 ⇐⇒ (ωp−1 = 1) ∨ (ωp+1 = 1) ⇐⇒ (ωp = ω) ∨ (ωp = ω−1).
⋄ Soit γ ∈ RacK(Ψn). Par hypothèse sur le corps K, le polynôme X2−Xγ+1 possède
au moins une racine, notée ω, nécessairement non nulle. Alors ω2 − ωγ + 1 = 0, donc
γ = ω + 1

ω
. D’après la question 19,

γ ∈ Fp ⇐⇒ γp = γ, donc d’après le point précédent,
γ ∈ Fp ⇐⇒ (ωp−1 = 1) ∨ (ωp+1 = 1).

Par ailleurs, 0 = Ψn(γ) = Ψn(ω + 1
ω
). Or X

φ(n)
2 Ψn

(
X +

1

X

)
= Φn(X).

On voudrait en déduire que Φn(ω) = 0, mais le passage modulo p puis la substitution
de X par ω n’est pas acquis car il s’agit de fractions rationnelles. On va le faire en se
ramenant à des polynômes.

Posons m = φ(n)
2

et Ψn(X) =
m∑

h=0

phX
h.

On a Φn(X) = Xm

m∑
h=0

ph

(
X+

1

X

)h

=
m∑

h=0

phX
m−h(X2+1)h, donc d’après la question

11, Φn(X) =
m∑

h=0

phXm−h(X2 + 1)h =
m∑

h=0

phX
m−h(X2 + 1)h. C’est une égalité dans

K[X], dans laquelle on peut donc remplacer X par ω.

On obtient que Φn(ω) =
m∑

h=0

phω
m−h(ω2+1)h = ωm

m∑
h=0

ph

(
ω+

1

ω

)h

= ωmΨn

(
ω+

1

ω

)
.

Ainsi, ω est une racine de Φn.
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D’après la question 20, ω est d’ordre n, donc d’après le cours,
γ ∈ Fp ⇐⇒ (n|(p− 1)) ∨ (n|(p+ 1)) ⇐⇒ p ≡ ±1 [n].

26◦) a) Supposons que Ψn(0) = 0. Posons ω = i. Ainsi, ω2 = −1, donc 0 = ω + 1
ω
.

Alors 0 = Ψn(0) = Ψn(ω+ 1
ω
) =

Φn(ω)

ω
1
2
φ(n)

, donc i est une racine de Φn, donc i est d’ordre

n (on peut par exemple le démontrer en adaptant ce qui a été dit en seconde partie de
question 20), or i est d’ordre 4, donc n = 4, ce qui est faux.

26.b) Posons Ψn =
∑
h∈N

phX
h, où (ph) est une famille presque nulle d’entiers relatifs.

Alors Θ =
1

a

∑
h∈N

ph(aX)h =
p0
a

+
∑
h≥1

pha
h−1Xh, or a = Ψn(0) = p0 ∈ Z,

donc Θ = 1 +
∑
h≥1

pha
h−1Xh ∈ Z[X].

26.c) Soit z ∈ C∗. Il existe ω ∈ C∗ tel que z = ω + 1
ω
.

Alors Ψn(z) = 0 ⇐⇒ Φn(ω) = 0 ⇐⇒ ∃k ∈ P(n), ω = e2iπ
k
n , donc les racines de Ψn

sont les e2iπ
k
n + e−2i k

n = 2 cos(2π k
n
), où k décrit P(n).

Soit h, k ∈ P(n). Alors 2π k
n
et 2π h

n
sont dans ]0, 2π], donc

cos(2π k
n
) = cos(2π h

n
) ⇐⇒ (2π k

n
= 2π h

n
)∨(2π k

n
= 2π−2π h

n
) ⇐⇒ (k = h)∨(k = n−h).

Le nombre de racines de Ψn est donc égal au nombre de classes d’équivalence de la
relation d’équivalence définie en question 23, c’est-à-dire à 1

2
φ(n). C’est égal au degré

de Ψn, donc Ψn est simplement scindé dans R[X].
a ∈ Z∗, donc les racines de Θ sont les 1

a
cos(2π k

n
). Elles sont réelles et Θ est comme Ψn

simplement scindé dans R[X].

26.d) On a vu que φ(n) est pair et non nul, donc deg(Θ) = 1
2
φ(n) ≥ 1. Ainsi, d’après

la question précédente, Θ possède au moins une racine réelle, notée r et cette dernière
est simple. Ainsi, au voisinage de r, Θ(t) ∼ λ(t − r), où λ ∈ R∗, donc il existe ε > 0
tel que Θ(t) est strictement négatif lorque t ∈]r − ε, r[ ou bien lorsque t ∈]r, r + ε[. Il
existe donc bien α, β ∈ R avec α < β tels que pour tout t ∈ [α, β], Θ(t) < 0.

26.e) Posons s = np1 · · · pk ∈ N∗.
s

pℓ0
−→
ℓ→+∞

0, donc il existe ℓ ∈ N∗ tel que
s

pℓ0
< β − α.

Posons m =
⌊βpℓ0

s

⌋
∈ Z. Alors m ≤ βpℓ0

s
≤ m+ 1,

donc
ms

pℓ0
≤ β ≤ ms

pℓ0
+

s

pℓ0
≤ ms

pℓ0
+ β − α. On en déduit que α ≤ ms

pℓ0
≤ β, donc que

Θ
(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
< 0.

f) On sait que Θ est de degré d = 1
2
φ(n). Posons Θ =

d∑
h=0

thX
h ∈ Z[X].

Posons à nouveau s = np1 · · · pk ∈ N∗.
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Alors p
1
2
φ(n)ℓ

0 Θ
(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
= pdℓ0

d∑
h=0

th

(m
pℓ0
s
)h

=
d∑

h=0

thp
ℓ(d−h)
0 (ms)h ∈ Z.

D’après cette expression, modulo s, p
1
2
φ(n)ℓ

0 Θ
(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
est congru à t0p

ℓd
0 ,

or t0 = Θ(0) = 1 (cf la dernière égalité de la solution du b)) et p0 ≡ 1 [s] par hypothèse,

donc p
1
2
φ(n)ℓ

0 Θ
(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
est congru à 1 modulo np1 · · · pk.

g) Soit p un diviseur premier de p
1
2
φ(n)ℓ

0 Θ
(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
distinct de p0.

D’après le dernier résultat de f), p
1
2
φ(n)ℓ

0 Θ
(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
est premier avec np1 · · · pk,

donc p est distinct de p1, . . . , pk et p ∧ n = 1.

Dans Fp, en reprenant les notations de la question f), on a 0 =
d∑

h=0

thp0
ℓ(d−h)msh.

Mais p∧p0 = 1, car p et p0 sont deux nombres premiers distincts, donc il existe q0 ∈ Z tel

que (p0)
−1 = q0. Alors, en simplifiant par p0

ℓd, on obtient que 0 =
d∑

h=0

thq0
ℓhmsh, donc

Θ(qℓ0ms) = 0. Or aΘ = Ψn(aX), donc aΘ = Ψn(aX). On en déduit que Ψn(amsqℓ0) = 0,
donc Ψn possède une racine dans Fp. D’après la question 25, sachant que p ∧ n = 1,
p ≡ ±1 [n], or p est distinct de p1, . . . , pk, donc p ≡ 1 [n]. On a aussi p0 ≡ 1 [n], donc tous

les diviseurs premiers de L = p
1
2
φ(n)ℓ

0 Θ
(m
pℓ0
np1 · · · pk

)
sont congrus à 1 modulo n. On

en déduit que |L| ≡ 1 [n], mais d’après la question e), L < 0, donc L = −|L| ≡ −1 [n],
or d’après la question f), L ≡ 1[n]. On aboutit à une contradiction, ce qui termine le
problème.
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