Résumé de cours :
Semaine 28, du 4 au 9 mai.

Les matrices (suite et fin)

1 Matrice d’une application linéaire (suite et fin)

Théoréme. Soient F, F et G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies, munis de bases e, f et
g. Solent u € L(E, F) et v € L(F,G). Alors, mat(v o u, e, g) = mat(v, f, g) x mat(u,e, f).
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soient F et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0 et n > 0, munis
des bases e = (e1,...,¢ep) et f = (f1,...,fn), et soit u € L(E, F).

On note M la matrice de v dans les bases e et f.

Soit (z,y) € E'x F. On note X la matrice colonne des coordonnées de x dans la base e, et Y celle des
coordonnées de y dans la base f. Alors,

‘u(m)zy(z}MX:Y.‘

Propriété. On reprend les notations précédentes. Lorsque n = p, u est un isomorphisme si et
seulement si M est une matrice inversible et dans ce cas, mat(u, e, f)~! = mat(u=1!, f,e).

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n, muni d’une base e. L’application
L(E) — Myu(K)

u — mat(u,e) est un isomorphisme d’algebres.

Les systemes linéaires

2 Trois interprétations d’un systeme linéaire

Définition. Une équation linéaire & p inconnues scalaires est une équation de la forme
(E) : cqxr +agxa+ -+ apxp =b, 0l a1,...,ap,b € K sont des parametres, et ot z1,...,2, € K
sont les inconnues.

Notation. Fixons (n,p) € N*? et considérons un systeme linéaire & n équations et p inconnues,
c’est-a-dire un systeme d’équations de la forme suivante :

ary + o0+ a1 pTy = b1
(S) : Q11+ o+ o pxy = b;
anp1ry + -+ Qp pTp = by
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ou, pour tout (4,7) € {1,...,n}x{1,...,p}, a;; € K, pour tout i € {1,...,n}, b; € K, les p inconnues

étant x1,...,x,, éléments de K.
b1

Le vecteur : est appelé le second membre du systéme, ou bien le membre constant. Lorsqu’il est
bn,

nul, on dit que le systeme est homogene.

Premieére interprétation. Combinaison linéaire de vecteurs.

Qag a2 a1 p b1
Notons C1 = | a1 |, Co=| a2 |,...,Cp=| ip |, et B=] b; |.Ils’agit de p+ 1 vecteurs
Qn,1 Q2 Qo p b”l

de K™. Alors (S) <~ 1101 + 2205 + -+ l’pCp = B.
Définition. On dit que (S) est compatible si et seulement s’il admet au moins une solution.
Propriété. (S) est compatible si et seulement si B € Vect(Ch,...,Cp).

Deuxiéme interprétation. Matricielle. Notons M la matrice de M, ,(K) dont les colonnes sont
L1
Ci,...,Chet X=| : ].Alors (S) < MX = B.
Lp
Définition. On dit que (S) est un systéme de Cramer si et seulement si n = p et si M est
inversible. Dans ce cas, (S) admet une unique solution.

Troisieme interprétation. A l'aide d’une application linéaire.

Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions p et n munis de bases

e = (e1,...,ep) et f = (f1,..., fn). On note u I'unique application linéaire de L(E, F') telle que
mat(u,e, f) = M, x le vecteur de F dont les coordonnées dans e sont X et b le vecteur de F' dont les
coordonnées dans f sont B. Alors (S) < u(z) = b.

Définition. On dit que (5) est un systéme homogéne si et seulement si b = 0.
Définition. Le systéme homogene associé a (S) est (Sy) :u(z) =0.

Propriété. L’ensemble des solutions de (S ) est Ker(u).
C’est un sous-espace vectoriel de dimension p — r, ot r désigne le rang de u (ou de M).

3 Les opérations élémentaires

Définition. On appelle manipulations ou opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice, les
applications de Mk (n,p) dans Mk (n,p) suivantes :

1) Ajouter & une ligne le multiple d’une autre, opération notée : L; «— L; + AL;, ol i # j
et A € K. C’est une transvection.
2) Multiplier une ligne par un scalaire non nul, notée : L; «— al;, o a € K*. C’est une affinité.
3) Permuter deux lignes, notée : L; «+— L; , ou i # j. C’est une transposition.
On définirait de méme les opérations sur les colonnes.

Propriété. Sio c S, on note Py = (0;,5(j)) € Mn(K). Alors Pyor = Py Py
Il faut savoir le démontrer.
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Propriété.
En notant (E; ;)¢ j)ef1,....n}2 la base canonique de M, (K), si A € K* et (4,7) € {1,... ,n}? avec i # j,

L;<«~— L;+ )\LJ : MK(TL,]?) — MK(nvp)
M — (In + AE; j)M

L;+— M\L; : Mgk(n,p) — Mg(n,p)

Li<— Lj: Mg(n,p) — M (n,p)

M — P(Z’j)M

De méme, en notant (E; ;)¢ j)ef1,...,p}2 1a base canonique de M, (K), si A € K* et (4,7) € {1,... ,p}?
avec i # j, alors

Ci +— Ci + 20 1 Mx(n,p) — Mg(n,p)
M — M(Ip =+ )\Ej,i)

C; +— M\C; : Mgk(n,p) — Mgk (n,p)

C; +— Cy Mxg(n,p) — Mg (n,p)

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Sil'on effectue une série d’opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice M, alors
on a multiplié M a gauche par une certaine matrice inversible.

Si U'on effectue une série d’opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice M, alors on a
multiplié M & droite par une certaine matrice inversible.

Notation. Soit (S) : MX = B un systeme linéaire de matrice M € M,, ,(K) et de vecteur constant
B € K". On appellera matrice globale de (S) la matrice & n lignes et p+1 colonnes dont les p premieres
colonnes sont celles de M et dont la derniere colonne est égale a B.

Propriété. Soient (S): MX = Bet (5') : M'X = B’. On suppose que l'on peut passer de la matrice
globale de (5) a celle de (S) a l'aide d’une série d’opérations élémentaires portant uniquement sur
les lignes. Alors ces deux systémes sont équivalents.

Propriété. Soit M € M,,(K). On suppose que l’on peut transformer, par des opérations élémentaires
portant uniquement sur les lignes, la matrice blocs I,| € Mk(n,2n) en une matrice de la forme

€ Mxk(n,2n). Alors M est inversible et M~ = N.

Il faut savoir le démontrer.

4 Meéthode du pivot de Gauss

Notation. On souhaite résoudre le systeme (S) : M X = B de n équations a p inconnues. La matrice
globale du systeme sera notée (a; ;) € Mg(n,p + 1). Pour simplifier les notations, si on transforme
(a; ;) par des opérations élémentaires, le résultat sera encore noté (a; ;).

But : Transformer (a; ;) de sorte que : V(4,5) € {1,...,n} x {1,...,p} i>j=a;,; =0.

Pour cela, si I'on suppose que les r — 1 premieres colonnes de (a; ;) sont déja bien formées :

Premier cas : Vi € {r,...,n} a;, =0 :on passe a 'étape suivante.

Second cas : Jig € {r,...,n} a;,»#0: On dit que a;,, est le pivot de I'étape r.

On permute d’abord les lignes L;, et L,. Ainsi a,, # 0. Ensuite on effectue la série d’opérations
élémentaires : for ¢ from r+ 1 ton do L; «— L; — ZT: L, od.

Il faut étre capable de présenter cet algorithme en détails.
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Remarque. Comme on n’effectue que des opérations élémentaires sur les lignes, les lignes de la
matrice finale du systéeme engendrent le méme espace vectoriel que les lignes de la matrice initiale. La
méthode du pivot permet donc de déterminer une base de 1’espace vectoriel engendré par les lignes
(ou les colonnes en opérant sur les colonnes) d’une matrice.

La méthode du pivot permet aussi de déterminer une base de I'image d’une application linéaire : On
considere sa matrice dans des bases données et on détermine une base de ses vecteurs colonnes en
appliquant la méthode du pivot au niveau des colonnes.

5 Meéthode du pivot total

But : Transformer (a; ;) de sorte qu’il existe s € {0, min(n,p)} vérifiant

V(i,j) €N2, i>j=a;;=0,Vr €Ny, a,, #0etV(i,j) € {s+1,....,n} x{1,...,p}, a;; =0.
La seule différence par rapport a l’algorithme précédent est qu’on accepte de choisir le pivot de I’étape
r parmi les a; ; pour (4,75) € {r,...,n} x {r,...,p}. Notons a;, ;, # 0 le pivot choisi. On échange C,
et C, puis on applique les mémes opérations élémentaires que dans ’algorithme précédent.

o Alafin de Palgorithme, le systéme est compatible si et seulement si Vi € {s+1,...,n} ajpy1=0:
c’est un systeme d’équations de ’espace vectoriel engendré par les colonnes de (.5).

Si la matrice de (S) est celle d’une application linéaire u dans des bases e et f, ces conditions de
compatibilité constituent un systéme d’équations de I'm(u) dans la base f.

Définition. Résoudre un systeme (S): MX = B a n équations et p inconnues, c’est déterminer

une partie I de {1,...,p} et une famille (b; ;) jye({1,... p}\1)x1 telles que :

Vie{l,....,p}\I, z;=¢ +Zbi7jx]‘. Les () ;jer sont les inconnues principales et les (7;)ie{1,... p}\1
JeI

sont les inconnues secondaires. En résumé, résoudre un systéeme, c’est exprimer les inconnues secon-

daires en fonction des inconnues principales.

6 Meéthode de Gauss-Jordan pour un systeme de Cramer

But : Transformer la matrice globale en une matrice dont les n premieres colonnes correspondent &
la matrice I, en utilisant uniquement des opérations élémentaires sur les lignes.

Pour cela, comme pour le pivot partiel, & I’étape r, on choisit un pivot a;,,» # 0 ot 7 < 39 < n, ce qui
est possible car le systéme est de Cramer, puis on effectue : L;, <— L,

Vie{l,....n}\{r}, Li+— L; — *"L, et L, +— M%Lr.

QAp r

Il faut étre capable de présenter cet algorithme en détails.

Corollaire. Une matrice de M,,(K) est inversible si et seulement si elle est le produit de matrices
de transvections, d’affinités et de transpositions.

Sommes de sous-espaces vectoriels

7 Sommes et sommes directes

C~=

Définition. Si les E; sont des sev de E, E1 + -- -+ E) = Vect ( El>
i=1

2

k
Propriété. Ey +---+ Ej — {Zx IYie {1, .k} eEi}.
=1
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k
Définition. Z E; est directe, et alors notée @ E;, si et seulement si
i=1 1<i<k
k
V(Jfl,...,l‘k) € Fy x---x Eg (ZZ‘Z =0= (VZ S {1,...,](3} x; :0)>,
k = k
ce qui est équivalent & : Va € ZEl , My, . zp) EEY X - X By x= Z:m
i=1 i=1

8 Supplémentaires d’un sous-espace vectoriel

Propriété. F + G est directe si et seulement si F'NG = {0}.

Propriété. Siz ¢ F, I et Kz sont en somme directe.
Deux droites vectorielles distinctes sont en somme directe.

Définition. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de F sont supplémentaires (dans FE) si et seule-
ment si E=F@® G, ie E=F+Get FNG={0},ieVz e E, a,22) € FxG, ©=ux1+ .

Propriété. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. F
admet au moins un supplémentaire, et pour tout supplémentaire G de F, dim(F)+dim(G) = dim(FE).

Remarque. En dimension quelconque, tout sous-espace vectoriel de E possede au moins un supplé-
mentaire, si 'on accepte "'axiome du choix.

Propriété. M, (K)=3S,(K) s A,(K) : VM € M,(K), M = %(M—FtM) + %(M —'M).
n(n+1) n(n —1)
— —_

De plus dim(S,(K)) = 9

Il faut savoir le démontrer.

et dim(A,(K)) =

9 Propriétés des sommes directes

9.1 Un moyen de définir une application linéaire

Théoréme. Soit (E;)1<;<x une famille de k sous-espaces vectoriels de E telle que E = @ FE;. Soit

1<i<k
F un K-espace vectoriel et, pour tout i € {1,...,k}, soit u; une application linéaire de F; dans F'.
11 existe une unique application linéaire u de E dans F telle que, pour tout ¢ € {1,...,k}, la restriction

de u a F; est égale a u;. Ainsi, pour définir une application linéaire v de E dans F, il suffit de préciser
ses restrictions aux sous-espaces vectoriels F;.

9.2 Formules dimensionnelles

avec égalité si et seulement si la somme est directe]| .

k k
Propriété. dim (Z El) < Zdim(Ei),
i=1 i=1
I1 faut savoir le démontrer.

Remarque. Ainsi, lorsque F est de dimension finie, si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de
E, ils sont supplémentaires dans E si et seulement si E = F 4+ G et dim(F) = dim(F) 4+ dim(G).

Formule de Grassmann : dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Il faut savoir le démontrer.
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9.3 Associativité des sommes directes

Propriété. Associativité d’une somme directe. Si (I;)1<;<p est une partition de {1, ..., k}, alors
Ey,..., Ey forment une somme directe si et seulement si Vi € {1,...,p}, (E;) es, forment une somme
directe et (@ Ej) forment une somme directe.

e, ie{l,....p}

Théoréme. Soient k un entier supérieur ou égal & 2, et (E;)i<;<x une famille de k sous-espaces

i—1
vectoriels de E. Fy,. .., E} sont en somme directe si et seulement si Vi € {2,...,k} E; ﬂ Z E; ={0}.
j=1

9.4 Base adaptée a une décomposition en somme directe

Théoréme. Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base (e;);er. Soit (Ix)1<k<n une partition de

n
I. Pour tout k € {1,...,n}, on pose Ej = Vect(e;);cy,. Alors E = @Ek.
k=1
Théoréme réciproque. Soit (E})1<k<n une famille de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel

n
E tels que E = @Ek Pour tout k € {1,...,n}, on suppose que Ej admet une base by. Alors la
k=1

concaténation des bases (bg)1<k<n, notée b, est une base de E. On dit que b est une base adaptée a
n

la décomposition en somme directe E = @Ek.

k=1
Définition. Lorsque F' est un sous-espace vectoriel de E, on appelle base de E adaptée a F toute
base obtenue en complétant une base de F'.

10 Les projecteurs

Définition. p € L(E) est un projecteur si et seulement si p? = p.

Propriété. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Pour = € E, on note (p(x),q(z)) 'unique couple de F' x G tel que z = p(z) + ¢(x).

p et g sont des projecteurs.

p est appelé le projecteur sur F' parallelement a G, et g le projecteur associé a p.

On vérifie que p+ q = Idg et pg = gp = 0.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété réciproque. Soit p un projecteur de E. Alors p est le projecteur sur Im(p) parallelement &
Ker(p). La décomposition de z € F selon la somme directe E = Im(p)@Ker(p) est z = p(z)+(z—p(x)),
avec p(z) € F =1Im(p) et x — p(z) € G = Ker(p).

Pour tout z € E, |z =p(x) <=z € F‘ : F=Ker(Idg —p).

Il faut savoir le démontrer.

Définition. s € L(E) est une symétrie si et seulement si s> = Id.

Propriété. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

L’unique application s de E dans F telle que, pour tout f,g € F'x G, s(f+g) = f— g est une symétrie,
appelée symétrie par rapport a F' parallelement a G. Si I'on note p le projecteur sur F' parallelement
a G, et g le projecteur associé a p, alors s =p —q¢=2p — Idg.

Propriété réciproque. On suppose que car(K) # 2.

Pour toute symétrie s de F, il existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F' et G tels que s est
la symétrie par rapport a F' parallelement a G. 1l s’agit de F' = Ker(Idg — s) et de G = Ker(Idg + s).
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11 Sous-espaces propres

Notation. On fixe un K-espace vectoriel E et u € L(E).

Définition. X € K est une valeur propre de u si et seulement s’il existe un vecteur x non nul de
E tel que u(z) = Az. Dans ce cas, tout vecteur y non nul tel que u(y) = Ay est appelé un vecteur
propre de u associé a la valeur propre A.

De plus, toujours lorsque A est une valeur propre de u, Ker(Adg — u) est appelé le sous-espace
propre de u associé a la valeur propre A. Il est noté Ey, ou E} en cas d’ambiguité.

Remarque. Si A est une valeur propre de u, I’ensemble des vecteurs propres de u pour la valeur
propre A est Ey \ {0}.

Remarque. Méme lorsque A\ n’est pas une valeur propre de u, on note parfois
E, = Ker(Mdg — u), mais dans ce cas, E = {0}.

Définition. Soient n € N* et M € M,,(K) : Les éléments propres de M (c’est-a-dire les valeurs
propres, les vecteurs propres et les sous-espaces propres) sont les éléments propres de 'endomorphisme
canoniquement associé a M.

Propriété.
A € K est une valeur propre de w si et seulement si A\Idg — u n’est pas injective.
En particulier, u est injectif si et seulement si 0 n’est pas une valeur propre de u.

Définition. On appelle spectre de u ensemble des valeurs propres de w. Il est noté Sp(u).
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