Feuille d’exercices 22.
Corrigé de quelques exercices.

Exercice 22.15 :

1°) Notons e = (eq, ..., e,) la base canonique de R™. Pour (4, 7) € {1,...,n}?, notons
u;,; ’endomorphisme de R"™ dont la matrice dans e est E; ;.

Pour tout k € {1,...,n}, u; j(er) = 9 je;.

Soit | € {1, R ,n}. U; 5 O uhﬁ(el) = ui7j(5k7leh) = 5k,15j7h€i7

donc w; j o up(er) = puik(er).

Alinsi, u; ; 0 upr = ;Ui k, Puis en prenant les matrices de ces endomorphismes,
EiiEyig=0nEik.

20) POU.I‘ Z 7& jv O-(Ei,j> — O'(ELJ‘E]',]') B O'(EjJ'EZ'J) = 0
3°) o(Ei;) = o(Ei E;
40) Soit M = (Mi,j) S MR(R)

o(M) =o( Z M;;E; ;) = Z M; jo(E; ;) car o est linéaire.

Ainsi d’apres les questions précédentes, (M) = o(Ey 1) Z M, ; = \I'r(M)
i=1
ou A =o0(Ey).
On a montré que {o € L(M,(R),R)/VA, B € M,(R), 0(AB) =0(BA)} CR.Tr.
L’inclusion réciproque est vraie car on sait que pour tout A, B € M, (R),
Tr(AB) = Tr(BA), ce que I'on peut redémontrer :

TT(AB) = Z(AB)ZJ = i iAi,ij,i = i i Bj,iAi,j = Z(BA>j7j = TT(BA)

i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
Exercice 22.16 :
sin 1 cos 1
sin(i + j) = sinicos j + cosisin j, donc en posant S = : et C' = : , la
sinn cosn
j-eme colonne de la matrice M de I’énoncé vaut C; = (cos j)S+ (sin j)C. Ainsi 'espace
vectoriel engendré par les colonnes de M est inclus dans Vect(C, S), ce qui prouve que
rg(M) < 2.
Sin =1, clairement rg(M) = 1.
sin2 sin3
sin3 sin4
inversible car de déterminant non nul. Ainsi rg(M) > 2, puis rg(M) = 2.

Supposons que n > 2. On peut alors extraire de M la matrice qui est

1



Exercice 22.18 :

[ 1 agit d’adapter la démonstration de I'existence et de I'unicité du polynoéme d’interpolation de
Lagrange.]

v: K,1[X] — K~
Notons P — (P(J)(az)) <0_§<i§p
© est une application linéaire. s
Si p(P) = 0, P admet au moins n racines (en les comptant avec multiplicité), or P
est de degré strictement inférieur a n, donc P = 0. Ainsi ¢ est injective, mais K,,_;[X]
et K" sont de méme dimension, donc ¢ est un isomorphisme. Ainsi il existe un unique

u € K,,_1[X] tel que p(u) = (u;;) o<i<s

0<j<n;—1

Exercice 22.24 :

1°)
¢ Supposons que A est monotone.
Soit X € R" tel que AX > 0. En notant X;; le i-eme coefficient du vecteur colonne

X,onaX;; =[A"AX]);, = Z[A’l]m [AX];1, donc X; ;1 > 0, car A~! est positive et
=1

car AX est positif. Ainsi X 2]0.

¢ Réciproquement, supposons que pour tout X € R", si AX est positif, alors X est

aussi positif.

Soit X € R” tel que AX = 0. Alors AX >0et A(—X) >0, donc X >0et —X >0,

ce qui implique X = 0. Ceci prouve que A est inversible.

Soit j € {1,...,n} : Posons Y = (8;;)1<i<n € R™. Alors A7'Y est égal a la j-eme

colonne de A1 Or Y >0 et Y = A(A™'Y), donc d’apres 'hypothese, A=Y > 0. On

a montré que toutes les colonnes de A~! sont positives, donc A~! est bien une matrice

positive.

2°) Supposons par I'absurde que A n’est pas une matrice monotone. D’apres la
premiere question, il existe X € R" tel que AX > 0 avec X non positive. Posons
X = (2;)1<i<n €t convenons que zy = x,1 = 0. Ainsi, le i-eme coefficient de AX vaut
—2;1 + (24 a;)x; — x41. 1 est positif par hypothese alors qu'il existe ig € {1,...,n}

tel que z;, = min z; < 0.
1<i<n

On a —x;y_1+ (2+ay, ) Tig — Tig+1 > 0, done —z;,—1 — Tig+1 > (2+a4,) (—T4y) = 2(—24, ),
car —z;, > 0 et a;, > 0, mais par définition de 79, on a x;,—1 + =41 > 2x;,, donc
Tig—1 + Tigr1 = 2x4,, Cest-a-dire : (x;,_1 — x;y) + (Tigy1 — xiy) = 0. Or 25,1 — x4, et
Tig+1 — T4, sont positifs, donc ils sont tous deux nuls. Ainsi, z;,_1 = x;, = Tjy41-

On a donc montré que si le minimum de {z;/1 <7 < n} est atteint en 7o, il est aussi
atteint en i9 — 1. Par récurrence, on en déduit que ce minimum est atteint en zq, ce
qui est faux car xg = 0.

Ainsi A est monotone.
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