
Feuille d’exercices 22.
Corrigé de quelques exercices.

Exercice 22.15 :

1◦) Notons e = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn. Pour (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, notons
ui,j l’endomorphisme de Rn dont la matrice dans e est Ei,j.
Pour tout k ∈ {1, . . . , n}, ui,j(ek) = δk,jei.
Soit l ∈ {1, . . . , n}. ui,j ◦ uh,k(el) = ui,j(δk,leh) = δk,lδj,hei,
donc ui,j ◦ uh,k(el) = δj,hui,k(el).
Ainsi, ui,j ◦ uh,k = δj,hui,k, puis en prenant les matrices de ces endomorphismes,
Ei,jEh,k = δj,hEi,k.

2◦) Pour i ̸= j, σ(Ei,j) = σ(Ei,jEj,j) = σ(Ej,jEi,j) = 0.

3◦) σ(Ei,i) = σ(Ei,jEj,i) = σ(Ej,iEi,j) = Ej,j.

4◦) Soit M = (Mi,j) ∈ Mn(R).
σ(M) = σ(

∑
i,j∈{1,...,n}

Mi,jEi,j) =
∑

i,j∈{1,...,n}

Mi,jσ(Ei,j) car σ est linéaire.

Ainsi d’après les questions précédentes, σ(M) = σ(E1,1)
n∑

i=1

Mi,i = λTr(M)

où λ = σ(E1,1).
On a montré que {σ ∈ L(Mn(R),R)/∀A,B ∈ Mn(R), σ(AB) = σ(BA)} ⊂ R.T r.
L’inclusion réciproque est vraie car on sait que pour tout A,B ∈ Mn(R),
Tr(AB) = Tr(BA), ce que l’on peut redémontrer :

Tr(AB) =
n∑

i=1

(AB)i,i =
n∑

i=1

n∑
j=1

Ai,jBj,i =
n∑

j=1

n∑
i=1

Bj,iAi,j =
n∑

j=1

(BA)j,j = Tr(BA).

Exercice 22.16 :

sin(i+ j) = sin i cos j + cos i sin j, donc en posant S =

 sin 1
...

sinn

 et C =

 cos 1
...

cosn

, la

j-ème colonne de la matrice M de l’énoncé vaut Cj = (cos j)S+(sin j)C. Ainsi l’espace
vectoriel engendré par les colonnes de M est inclus dans V ect(C, S), ce qui prouve que
rg(M) ≤ 2.
Si n = 1, clairement rg(M) = 1.

Supposons que n ≥ 2. On peut alors extraire de M la matrice

(
sin 2 sin 3
sin 3 sin 4

)
qui est

inversible car de déterminant non nul. Ainsi rg(M) ≥ 2, puis rg(M) = 2.
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Exercice 22.18 :

[ Il s’agit d’adapter la démonstration de l’existence et de l’unicité du polynôme d’interpolation de

Lagrange.]

Notons
φ : Kn−1[X] −→ Kn

P 7−→ (P (j)(ai)) 0≤i≤p
0≤j≤ni−1

.

φ est une application linéaire.
Si φ(P ) = 0, P admet au moins n racines (en les comptant avec multiplicité), or P
est de degré strictement inférieur à n, donc P = 0. Ainsi φ est injective, mais Kn−1[X]
et Kn sont de même dimension, donc φ est un isomorphisme. Ainsi il existe un unique
u ∈ Kn−1[X] tel que φ(u) = (ui,j) 0≤i≤p

0≤j≤ni−1
.

Exercice 22.24 :

1◦)
⋄ Supposons que A est monotone.
Soit X ∈ Rn tel que AX ≥ 0. En notant Xi,1 le i-ème coefficient du vecteur colonne

X, on a Xi,1 = [A−1AX]i,1 =
n∑

j=1

[A−1]i,j[AX]j,1, donc Xi,1 ≥ 0, car A−1 est positive et

car AX est positif. Ainsi X ≥ 0.
⋄ Réciproquement, supposons que pour tout X ∈ Rn, si AX est positif, alors X est
aussi positif.
Soit X ∈ Rn tel que AX = 0. Alors AX ≥ 0 et A(−X) ≥ 0, donc X ≥ 0 et −X ≥ 0,
ce qui implique X = 0. Ceci prouve que A est inversible.
Soit j ∈ {1, . . . , n} : Posons Y = (δi,j)1≤i≤n ∈ Rn. Alors A−1Y est égal à la j-ème
colonne de A−1. Or Y ≥ 0 et Y = A(A−1Y ), donc d’après l’hypothèse, A−1Y ≥ 0. On
a montré que toutes les colonnes de A−1 sont positives, donc A−1 est bien une matrice
positive.

2◦) Supposons par l’absurde que A n’est pas une matrice monotone. D’après la
première question, il existe X ∈ Rn tel que AX ≥ 0 avec X non positive. Posons
X = (xi)1≤i≤n et convenons que x0 = xn+1 = 0. Ainsi, le i-ème coefficient de AX vaut
−xi−1 + (2 + ai)xi − xi+1. Il est positif par hypothèse alors qu’il existe i0 ∈ {1, . . . , n}
tel que xi0 = min

1≤i≤n
xi < 0.

On a −xi0−1+(2+ai0)xi0 −xi0+1 ≥ 0, donc −xi0−1−xi0+1 ≥ (2+ai0)(−xi0) ≥ 2(−xi0),
car −xi0 > 0 et ai0 ≥ 0, mais par définition de i0, on a xi0−1 + xi0+1 ≥ 2xi0 , donc
xi0−1 + xi0+1 = 2xi0 , c’est-à-dire : (xi0−1 − xi0) + (xi0+1 − xi0) = 0. Or xi0−1 − xi0 et
xi0+1 − xi0 sont positifs, donc ils sont tous deux nuls. Ainsi, xi0−1 = xi0 = xi0+1.
On a donc montré que si le minimum de {xi/1 ≤ i ≤ n} est atteint en i0, il est aussi
atteint en i0 − 1. Par récurrence, on en déduit que ce minimum est atteint en x0, ce
qui est faux car x0 = 0.
Ainsi A est monotone.
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