Résumé de cours :
Semaine 31, du 26 mai au ... 26 mai.

Espaces euclidiens (début)

1 Définition d’un produit scalaire

Notation. FE est un R-espace vectoriel.
Définition. ¢ € Ly(F) est définie si et seulement si Vo € E'\ {0}, o(z,z) #0.
Définition. ¢ € Ly(F) est positive si et seulement si Vo € E, ¢(z,z) > 0.

Définition. Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive,
c’est-a-dire une application ¢ : E? — R telle que, pour tout z,y,z € E et A € R,
— oz, y) = oy, ®);
— oAz +y,2) = rp(z,2) + ¢(y, 2);
— x#0= ¢(z,z) > 0.
Un espace préhilbertien réel est un couple (E, ), ou F est un R-espace vectoriel et ol ¢ est un
produit scalaire sur F.

2 Exemples
E? — R

o Sie=(e;)ier est une base de FE, (Zx e Z > . estun p.ssur E.

i€, ) Yi€i | — szyz
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p: R™ x R™ —

o (s ey an)y (Brye s ) —s zn: i; est le produit scalaire canonique de R™.

i=1

Alors, pour tout X,Y € R", p(X,Y) =tXY.
M, ,R)? — R

(4,B) — Tr(*AB) est le produit scalaire canonique de M,, ,(R).
b

o En posant ¢(f,g) = / f(t)g(t)dt, ¢ est un produit scalaire sur C([a, b], R).

Il faut savoir le démontre(;'.
Notation. o Pour p € R, 1P = {(u,) € RN / 3 |u,|? CV}.
o Notons {*° ’ensemble des suites bornées de réels.

Propriété. 1, 1% et [* sont des sous-espaces vectoriels de RY.
De plus si (a,,) et (b,) sont dans 2, alors (a,b,) est un élément de 1.

Propriété. Pour tout (u,), (v,) € (2, on pose ((u,)|(vn)) = Z Up U
neN
12 muni de (.|.) est un espace préhilbertien.



Semaine 31 : Résumé de cours 3 Identités remarquables

3 Identités remarquables

Notation. FE est un espace préhilbertien réel. Son produit scalaire sera noté (.|.).
Définition. Pour tout z € F, la norme de z est ||z]| = /(z]x).
Formule. Pour tout ((z,y),a) € E? x R,

lozl] = lelllzl,
I+ yll” = el + lvl” + 2(ly),
llz = yll = [zl + llyll® = 2(«]y),

oyl ~ o —yl? =d(ely),
o+ yIP +llz =yl = 21l +l1yP).

La derniere formule est la formule du parallélogramme ou formule de la médiane.

Les seconde, troisieme et quatrieme formules sont des formules de polarisation.

Théoréme de Pythagore : (z|y) =0 <> ||z +y||* = ||=]|* + ||y||*

©Fric Merle 2

MPSI2, LLG



