DS 9 : un corrigé.

Bareme, sur un total de 69 points

— Exercice : 7 points.
— Le probleme : 62 points
— Partie I, 17 points : 2,2,4,5+4.
— Partie II, 15 points : 1,2,2,2+3,3,2.
— Partie III, 11 points : 1,2,3,2,3.
— Partie IV, 19 points : 3,1,1,2,2,8,2.

Exercice :
La partie entiere étant nulle, la décomposition en éléments simples

1
de F(X) = -1 =)

est de la forme

n—1

a b C )\k 2im
F(X) = 0w = eh
(X) X—1+(X—1)2+(X—1)3+;X—wk’ouw ‘

¢ Soit k € N,,_;. D’apres le cours,
1

1

A p— p—
X DX - D (W) (X = D2(X — 1) + (X — 12X (wh)
donc 1 Wk ek 1
onc = - - oo T o - )
k (wk _ 1)2nwkn7k n(wk _ 1)2 ntek;(elk; _ efzk;)Q TL(2Z sin kn_7r>2
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o=
donc |Ak 1 sin? ,%r :

o Pour calculer a, b et ¢, on procede par développement limité : D’apres la décomposition
de F en éléments simples, (t — 1)3F(¢t) = c+b(t — 1) +a(t —1)* + (t — 1)*G(¢), ou G

est une application continue, donc bornée, au voisinage de 1.
Ainsi, (t —13F(t) = c+b(t — 1) +a(t — 1)*> + o((t — 1)?).

u
w?((u+ 1) —1)’

D’autre part, en posant u =t — 1, (t — 1)3F(¢) =

donc d’apres la formule du binéme de Newton (le résultat reste vrai pour n € {1,2}),

(t— 1)°F(t) = v ~Laya,

u+ "("2_1)u2 + ”("_1g("_2)u3 +o(ud)) n




(n—1) (n—1)(n—2)

ouxr = 5 ut 5 u* + o(u?) donc
1
(t—1PF(t) =—-(1—2+2*+o0(z?))
n
1 1— —1)(n—2 —1)?
:—(1+ nu+u2<_(n Jn—2)  (n >>+O(u2)>
P12 0 !
_ E(1+ 2"u+u2”122 (—2(n —2) +3(n — 1))+0(u2)>
1 1- -1
=+ D)+ m =12+ o((t - 1)?).
Par unicité du développement limité, on en déduit que
1 -n n? — )
c=—etb= et a = . En conclusion,
n 2n 12n
1 n?—1 1—n 1 1 — 1
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Probleme : Réduction de Jordan
Partie I : Décomposition des noyaux

1°) Pour tout P € K[X], notons ¢(P) = P(u).
o p(1) = p(X°) = u’ = 1)
o Soient P =Y b, X" €K[X], Q=) ¢, X" €K[X] et a € K.

neN neN

o plaP) = (Z(abn)X”> () = > (ab,)u"

nei @) b= agg(e;;)
o p(P+Q)= (%(bzei cn)X”> (u) = %(bn + e )u” = o(P) + ¢(Q)
o o(PQ) = (X tuse)X") ) = 3O o). Datre par,
o(P)p(Q) = (@: anﬁ) x (chu”> dfjc kp:r distributivité dans Ualgebre L(E),
o(P)p(Q) = ieihcku”k, puniinar sommation par paquets,
p(P)p(Q) = lij( k; bre )u", done ¢(P)p(Q) = ¢(PQ).

Ainsi, ¢ est bien un morphisme d’algebres.



2°) Pour tout n € N avec n > 2, notons R(n) I'assertion suivante :
si Pl, ..., P, sont n polynf)mes de K[X] deux & deux premiers entre eux, alors

@Ker Ker([HP] ).

L énoncé demande de montrer que si R(2) est prouvé alors, pour tout n € N avec

n > 2, on a R(n). On suppose donc R(2) et on procede par récurrence :

Soit n > 2 tel que R(n). Soit Py,...,P,+1 n + 1 polynomes de K[X] deux a deux
n

premiers entre eux. Posons P = H P, et Q = P,;1. D’apres le cours, P est premier
i=1

avec (), donc d’apres R(2), en posant K = Ker(P(u)) et G = Ker(Q(u)),

K @ G = Ker((PQ)(u)).

De plus, d’apres R(n), en posant F; = Ker(P;(u)) pour tout i € N,,, Fy + --- + F,

est une somme directe et Fy; & --- @ F,, = Ker(P(u)). Alors d’apres 'associativité de

la notion de somme directe (cf cours), Fy + - + F,, + G est une somme directe et

(e ®dF)dG=F & - ®F,®G. On a donc montré que

Ker(Py(u)) @ --- @ Ker(Fua(u)) = Ker(P Efi)l) @ Ker(Q(u)) = Ker((PQ)(u))

:Ker([HPZ}(u)).

i=1
Ceci prouve R(n + 1).

Le principe de récurrence permet de conclure.

3°) Soit P et @ deux polynomes de K[X| premiers entre eux.

o D’apres le théoreme de Bezout, il existe A, B € K[X] tels que AP + BQ =1,
done 1y, = (1) = $(A)p(P) + p(B)o(Q) = A(u) P(w) + B(u)Q(w).

On en déduit que, pour tout z € E, x = (AP)(u)(z) + (BQ)(u)(x).

o Soit z € Ker(P(u)) N Ker(Q(u)).

Alors 7 = A(u) (P(u)(x)) + B(w)(Q(u)(x)) = 0, car P(u)(x) = Q(u)(x) = 0.
Ainsi Ker(P(u)) N Ker(Q(u)) = {0}, ce qui prouve que la somme est directe.

o Soit # € Ker((PQ)(u)). x = [(AP)(u)](z) + [(BQ)(u)](x), or

Qu)([(AP)(u)](x)) = (QAP)(u)(x) = A(u)([(PQ)(u)](x)) = 0 et

P(u)([(BQ)(u)](x)) = B(u )([( Q)(u)(x)) = 0, donc

(AP)(u)](z) € Ker(Q(w)) et [(BQ)(w)](z) € Ker(P(u))

Ainsi x € Ker(P(u)) & Ker(Q(u)).

On a prouvé que Ker((PQ)(u)) C Ker(P(u)) @& Ker(Q(u)).

o Tinclusion réciproque est plus simple : Pour tout v,w € L(FE), Ker(w) C Ker(vw),
car si x € E vérifie w(z) = 0, alors (vw)(x) = v(w(x)) = v(0) = 0.

En particulier, avec v = P(u) et w = Q(u),

Ker(Q(u)) C Ker(P(u) 0 Q(u))) = Ker((PQ)(w),

de plus, (PQ)(u) = (QP)(u) = Q(u)oP(u), donc on a aussi Ker(P(u)) C Ker((PQ)(u)).
Ker((PQ)(u)) est donc un sous-espace vectoriel de E qui contient Ker(P(u))UKer(Q(u)),
donc il contient Vect(Ker(P(u)) UKer(Q(u))) = Ker(P(u)) + Ker(Q(u)).

On a donc montré que Ker((PQ)(u)) = Ker(P(u)) @ Ker(Q(u)), ce qui conclut.



4°) Notons (E) et (E') les deux équations différentielles de 1’énoncé.

o Soit y une application de R dans R solution de (E).

Alors y est nécessairement quatre fois dérivable.

On montre par récurrence sur n que y est de classe C" : en effet, y = 2" — 1 est
dérivable donc continue, donc y est de classe C*, et si y est C™ pour n > 4, y® = 2y —y
est C"2 donc y est C™*2, donc a fortiori C"1.

Ainsi toute solution de (E) est un vecteur de F = C*(R,R).

On peut donc se contenter de chercher les solutions de (£) dans 'espace vectoriel E.
o Notons D l'application de E dans E définie par : pour tout f € E, D(f) = f'.
Clairement D € L(E) et pour tout y € E, (E) <= D*(y) = 2D*(y) — y, donc en
notant S l'ensemble des solutions de (£),

S = Ker(D* — 2D? + 1dg) = Ker(P(D)), ot P(X) = X% —2X?% + 1.

o OnaP(X)=(X2-1)2=(X-1)*(X+1)>

T((X +1) = (X —1)) =1, donc (X — 1) A (X +1) = 1. D’apres le cours, (X + 1)? et
(X — 1)? sont premiers entre eux. Alors, d’apres la question précédente,

S = Ker((D — Idg)?) ® Ker((D + Idg)?).

De plus y € Ker((D —1Idg)?) <= y" — 2y +y = 0.

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. Son polynome
caractéristique vaut X? — 2X +1 = (X — 1)?, donc d’apres le cours, I’ensemble des
solutions, & savoir Ker((D —Idg)?), est 'ensemble des fonctions de la forme (az + b)e?,
avec a,b € R.

De méme y € Ker((D + Idg)?) <= v" + 2y’ + y = 0. Cette équation différentielle a
pour polynome caractéristique X2 4+ 2X + 1 = (X + 1)2, donc Ker((D + Idg)?) est
I'ensemble des fonctions de la forme (cx 4 d)e™*, avec ¢,d € R.

En conclusion, I'ensemble S des solutions de (E) est donc :

’5 ={z+— (ax +b)e" + (cx +d)e ™ [ a,b,c,d € R}‘ .

o Résolution de (E'). ch(z) = +2e
solutions, il suffit de chercher une solution particuliere y, 1 de (E) : y® =2y 4y = %ez
et une solution particuliere y,» de (E») : yW —2y" +y = e,

e Résolution de (E;) : comme 1 est racine double du polynome (X — 1)?(X +1)%, on
cherche une solution de la forme y; = x — az?e® avec a € R. On pose f(x) = ax? et
g(z) = e*. La formule de Leibniz donne

2
=) </?:) BP0 = (a2® + 2 - 202 + 2a)e” = a(z® + 4a + 2)e”, et
k=0

4
i =

, ainsi, par le principe de superposition des

E

(2) fRGER) — (q2? + 4 20z + 6 - 2a)e” = a(x? 4 8z + 12)e”.
k=0

En substituant dans (E}), y; est solution si et seulement si

te” = g 2y by = al(a? + 8z + 12) — 2(22 + 4 + 2) + 22]e” = 8ae?,

ainsi, lorsque 8a = 2

. 2 .
3, s0it @ = 15, Yp1 = & — L€” est solution de (Ey).



e Résolution de (Ey) : Posons ys(x) = y1(—x). Alors yo € E et, pour tout x € R,
yh () =y (—x), y§4) () = y§4)(—:c), donc ys est une solution particuliere de (E,).

e On en déduit qu’une solution particuliere de (E’) est  — %(e“’c +e ") = %ch(x).
En conclusion, la solution générale de (E') est

y=x+— (ax +b)e* + (cx + d)e ™ + %:ch(x) oua,b,c,deR.

Partie II : Diagonalisation et polynomes simplement scindés

5°) Montrons par récurrence sur k € N que (diag(Aq, ..., M) = diag(AF, ..., \F).

o Pour k=0: (diag(\y, ..., )" = I, = diag(1,...,1) = diag(A},..., A\2).

o Hérédité : si D* = diag(\}, ..., \F), alors D¥*! = D. DF; d’apres le cours, le produit
de deux matrices diagonales est diagonal, et le (4,4)-eme coefficient vaut ;- \F = \F1,
Soit maintenant P = Zkak € K[X]. Notons D = diag(A1,...,A,). Soit 4,j € N,,.

keN
Alors, avec la convention de 1'énoncé, [P(D)];; = Zbk[Dk]m, donc lorsque i # j,
keN
[P(D)];; = 0 et d’apres la récurrence précédente, [P(D)];; = Zbk)\f = P(\;). Ceci
keN
prouve que P(diag(Ay,...,\,)) = diag(P(\1),..., P(\,)).
6°) Soit u diagonalisable, de valeurs propres distinctes Ay, ..., \; € K.
k
Posons P = H(X — )j). P est non nul et simplement scindé par définition.
j=1
o Soit B une base de E diagonalisant u. Dans cette base, la matrice de u est diag(p1, - - -, fn)
ou chaque p; € {\1,..., \x}. D’apres la question précédente, P(u) a pour matrice
diag(P(p1), ..., P(u,)) = 0, car P(u;) = 0 pour tout i. Donc P(u) = 0.
7°)
o (=) Résulte de la question 6.
k
o (<) Supposons qu'il existe P = H(X — );) simplement scindé avec P(u) = 0. Les
j=1
polynémes (X — A;), pour j =1,...,k, sont deux a deux premiers entre eux car, pour
1,7 € Ny avec i # j, ﬁ((X — ;) — (X — X)) = 1. Alors, d’apres les questions 2
AV
k
et 3, £ = Ker(P(u)) = @ Ker(u — A\;Idg), ce qui est exactement une décomposition
j=1

de E en somme directe de sous-espaces propres. Donc u est diagonalisable.

8°) ¢ Notons A la matrice de M,,(K) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Ainsi, M =1, + A.

Si A est diagonalisable, il existe P € GL,(K) et D € M,,(K) une matrice diagonale
telles que A = PDP~'. Alors M = P(I,, + D)P~!, donc pour répondre a la question,
il suffit de montrer que A est diagonalisable puis de diagonaliser A.

5



o Pour tout i,j € N, (4%),, = ZAi,kAk,j = n, donc A% = nA.
k=1
Ainsi, A est annulée par le polynome X (X — n.1k). Il est simplement scindé car n # 0

et car car(K) = 0, donc n.1g # 0.
D’apres la question 7, A et M sont diagonalisables.
o D’apres la solution de la question précédente, Sp(A) C {0,n}.

1

Posons e; = | : | € K". Ae; est égal a la somme des colonnes de A, donc Ae; = ne;.
1

Notons ¢ = (¢y, ..., ¢,) la base canonique de K".

Pour tout j € {2,...,n}, posons e; = ¢; —¢;. Alors Ae; est égale a la premiere colonne

de A moins sa j-ieme colonne. Ainsi, Ae; = 0.
Ceci montre que la famille (e;);<;<, est une famille de vecteurs propres de A.

n
Elle est libre car, si (a;)i1<j<n € K" vérifie Zajej =0, alors

j=1
0= aq Zci + ZOéj(Cl — Cj) = Z(al — Oéj)Cj + (Zai)cl-

i=1 Jj=2 j=2 =1
c étant libre, on en déduit que pour tout j € {2,...,n}, a; = oy, puis que

0= Zai = noy = (n.1g)ay, or car(K) = 0, donc ay = 0 et pour tout j € {2,...,n},
i=1

a; = 0. Ainsi, e est une base de vecteurs propres de A, ce qui redémontre que A
est diagonalisable. De plus, en notant P la matrice de passage de ¢ vers e, d’apres la
formule de changement de bases, A = Pdiag(n,0,...,0)P~!.

En conclusion, on peut diagonaliser M :

1 1 1 1
1 -1 0 0
M = Pdiag(n +1,1,...,1)P™" Javec P= |1 0 -1 :
oor . =10
1 0 -~ 0 -1

9°) L’application trace étant linéaire, on vérifie aisément que ¢4 est un endomorphisme
sur Pespace vectoriel M,,(K).

Pour tout M € M, (K), ¢%(M) = Tr(pa(M))A — Tr(A)pa(M),

or Tr(Tr(M)A — Tr(A)M) = Tr(M)Tr(A) — Tr(A)Tr(M) = 0,

donc ¢4 (M) = —Tr(A)pa(M). Ceci prouve que ¢% + Tr(A)pa = 0 donc un polynome
annulateur de ¢4 est Q(X) = X (X + Tr(A4)).

e SiA=0:¢s=0, donc ¢, est diagonalisable.

e Supposons que A # 0 et Tr(A) = 0.

Soit A € Sp(¢a). Il existe M € M, (K) tel que M # 0 et ¢pa(M) = AM. Alors
0= ¢4(M) = N*M, donc \ = 0.

Si ¢4 était diagonalisable, sa matrice dans une base de vecteurs propres serait nulle,



donc on aurait ¢4 = 0. Alors, pour tout M € M, (K ) 0 = ¢ga(M) = Tr(M)A, or
A # 0, donc Tr(M) = 0. C’est faux car Tr(diag(1,0,...,0)) = 1k # 0. Ainsi, dans ce
cas, ¢4 n’'est pas diagonalisable.

e Supposons enfin que Tr(A) # 0 : alors Q(X) = X(X+Tr(A)) est simplement scindé,
donc d’apres la question 7, ¢4 est diagonalisable.

Conclusion : ’gb 4 est diagonalisable si et seulement si A = 0 ou Tr(A) # O‘ .

10°) Soit M € G. Comme G est un groupe fini d’ordre N = |G|, d’apres le théoréeme
de Lagrange M = I,,, donc P(X) = XV — 1 est un polynéme annulateur de M. Sur
K = C, les racines de P sont les racines N-iemes de 1'unité, qui sont au nombre de N
et deux a deux distinctes. Donc P est simplement scindé sur C.

D’apres la question 7, M est diagonalisable.

Partie III : Décomposition de Dunford

11°) D’apres le cours, (L(E)) = nz‘ .

o La famille (u®, u',u?,...,u"") est une famille de n® + 1 éléments de L(E) donc elle
n2

est liée : il existe ag, ..., a,2 € K, non tous nuls, tels que Z apu® = 0.

k=0

n2

Alors, le polynome P = Z ar X" est non nul et vérifie P(u) = 0.
k=0
12°) Soit A € K une valeur propre de w. Il existe x € F tel que z # 0 et u(z) = Az.
Par récurrence sur k, on montre que uk( ) = Mg pour tout & € N.
Posons P(X Zka’f Alors P = bif(z) =) Xz =P\

keN keN keN

Comme P(u) =0 et x # 0, on a P(A) =0 : X est bien racine de P.
On a donc montré que Sp(u) C Rac(P), ou Rac(P) désigne I'ensemble des racines dans
K de P.

13°) D’apres la question 11, il existe P € C[X] tel que P # 0 et P(u) = 0.
Quitte a diviser P par son coefficient dominant, on peut supposer que P est unitaire.
D’apres le théoreme de d’Alembert, P est scindé, donc il existe une famille (1) xe pac(p)

d’entiers strictement positifs telle que P = H (X =)™,
AERac(P)

Les polynomes (X — A)™ pour A € Rac(P), sont deux a deux premiers entre eux, car
ils n’ont pas de racine commune. D’apres les questions 2 et 3,
E = Ker(Oyp) = Ker(P(u)) = @5 Ker((u— Adg)™).

AERac(P)
D’apres la question précédente, Sp(u) C Rac(P). De plus, si A € (Rac(P) \ Sp(u)),
alors u — Aldg est inversible, donc (u — Adg)™* est également inversible et



Ker((u — Aldg)™) = {0}. On peut donc supprimer ce terme de la somme directe

précédente. En conclusion, on a montré que £ = @ Ker((u — Ndg)™).
AeSp(u)

14°) ¢ Soit z € Ny. Comme u commute avec u — Adg,

(u— Adg)™ (u(z)) = u((u — Mdg)™ (z)) = u(0) = 0, donc u(x) € N.

Ainsi, u(N,) C N,, ce qui permet de définir uy = u|%§

o Soit x € Ny. Alors (u — Mdg)™ (z) = 0.

e Soit k € N. Notons R(k) I'assertion suivante : (uy — Aldy, )*(x) = (u — Mdg)*(z).
o Pour k=0, (uy — Aldy,)*(z) = 2 = (u — Ndg)*(x).

o Pour k > 0, supposons R(k).

Alors (u— Aldg)**(z) = <u—A1dE)(<u—A1dE)k(x)> — (u—\dp) <(uA—/\IdNA)’“(x)>,

or (ux — Mldy, )¥(z) € Ny, donc (u — Adg)"*' () = (uy — Aldy,) ((uA . AIdNA)"?(q:)>,
ce qui prouve R(k + 1).

o En particulier, pour k& = m,, on obtient que (uy — Aldy, )™ () = 0, pour tout
x € Ny, donc uy — Aldy, est un endomorphisme nilpotent de V.

15°) © Notons v et d les endomorphismes de F tels que, pour tout A € Sp(u) et pour
tout x € Ny, v(z) = (uy — Aldw,)(z) et d(x) = Az. D’apres le cours, ces dernieres
conditions définissent bien d et v de maniere unique car £ = @ N.
AESp(u)

o Pour tout A € Sp(u) et pour tout x € Ny, d(z) + v(z) = u(z),
or £ = @ N, donc par linéarité, d + v = u.

AeSP(u)
o De méme, pour tout A € Sp(u) et pour tout = € Ny,
dv(z) = d(v(z)) = M(x) = v(\x) = vd(x), donc dv = vd.
¢ Dans une base adaptée a la précédente décomposition en somme directe de F, la
matrice de d est diagonale, donc d est diagonalisable.
o Pour tout A € Sp(u), (uy — Aldy, )™ = 0. Posons m = max{m, /A € Sp(u)}. Ainsi,
pour tout A € Sp(u) et pour tout € Ny, v™(x) = v " (v (x)) = 0, ce qui prouve
que v = 0, donc que v est nilpotent.

Partie IV : Réduction de Jordan

16°) o Comme v est nilpotent, 'ensemble {k € N | v* = 0} est non vide, or c’est une
partie de N, donc d’apres le cours, on peut définir i = min{k € N | v* = 0}.
o Onai>1car v’ =1Idg # 0 (puisque dimE > 1). En particulier, v*~! # 0, donc il
existe x € E tel que v'~!(z) # 0.

i—1
Soit (Ax)o<k<i—1 une famille de scalaires telle que Z Meo®(z) = 0.

k=0
Supposons que cette famille est non nulle.



i—1
On peut alors poser m = min({h € {0,...,i — 1} / A # 0}). Ainsi, Z Mo (z) = 0.
k=m

Pour tout k > m, v'~ =" (v¥(z)) = v*~ "D (vi(x)) = 0, donc en appliquant v""1"™ &
I'égalité précédente, on obtient que A,,v* " (z) = 0, or v'~1(x) # 0, donc \,,, = 0, ce qui
est faux. Ceci montre par I'absurde que la famille (A)o<g<;—1 est nulle, donc la famille
(z,v(x),..., v (x)) est libre.

o Cette famille libre possede i éléments dans E (de dimension n), donc i < n.

17°) On suppose dans cette question que i = n. Il existe x € E tel que v !(x) # 0.

D’apres la question précédente, (z,v(x),...,v" 1 (x)) est une famille libre de n vecteurs
dans E (de dimension n) : c¢’est une base de E.
o Posons by = v"F(x) pour k = 1,...,n. Ainsi by = v" " }(z), by = v" 2(2),...,b, = x

Pour k > 2 : v(by) = v(v" *(x)) = v" ¥ (z) = by_;.
Pour k=1 : v(b;) = v(v" (z)) = v"(x) = 0.

o 1 0 --- 0

0 0 1 - :
La matrice de v dans la base (by,...,b,) est donc égale & | : ~-. - . 0],

;0 0 1

0 0 0

c’est-a-dire a J,.

18°) La j-eme colonne de la matrice de v dans b contient les coordonnées de v(b;).

Ainsi, pour j € {2,...,n}, si v(bj) = bj_1, la j-eme colonne a un 1 en ligne j — 1 et 0
ailleurs, et si v(b;) = 0, la j-eme colonne est nulle.
0 ¢ 0 -- 0
0 0 €9 ' :
Ceci prouve que la matrice de v est de la forme | @ - . .. 0 ,
0 . 0 e
0 «-v oo 0 0
ou ¢; € {0,1}. Plus précisément, pour tout j € {1,...,n — 1}, ¢; est égal a 1 si

U(bj+1) = bj et a 0 sinon.

19°) Soit m € {0,...,i — 1}.

Il s’agit de montrer que K, est strictement inclus dans K, 1.

o Soit x € K,,. Alors v™(z) = 0, donc v™ ™ (z) = v(v™(x)) =0 et z € Ky1.
Ceci prouve que K,,, C K;11.

o Il existe x € F tel que v~ !(z) # 0. Posons y = v~ 17™(x).

On a v™(y) = v'~1(x) # 0, donc y & K,,.

On a v (y) = vi(z) = 0 donc y € K,pi1.

Ainsi K11 # K,,, ce qui conclut.

20°) ¢ Soit z € F,. Alors z € K11, donc vP(v(x)) = vP(z) = 0. Ainsi, v(z) € K.
Ceci prouve que v(F,) C K,,. On sait déja que K, 1 C K, donc v(F,) + K,—1 C K.
o Soit y € v(F,) N K,_1. Il existe x € F}, tel que y = v(x).



Alors vP(x) = vP" ! (v(z)) = vP~(y) = 0, donc z € K,,. Or x € F, et F,,N K, = {0} car
la somme Fj, + K, est supposée directe. Ainsi = 0, puis y = v(x) = 0. Ceci prouve
que v(F,) N K,_1 = {0}, donc on a montré que v(F,) ® K, 1 C K,.

¢ Posons w = v|%in ), qui est clairement bien défini et linéaire.

Par construction, w est surjectif.

Soit © € Ker(w). Alors x € F, et v(x) = 0, donc z € K; C K, (car 1 < p), donc
x € F,NK,={0}, dot x = 0. Ainsi, w est injectif. On a montré que v\?pr) réalise un
isomorphisme de F}, dans v(F}), ce qui prouve notamment que dim(F},) = dim(v(£})).

21°) © On commence par choisir un sous-espace vectoriel F;_; tel que
E=K;=F_1®K;.

On note d;_; = dim(F;_1) et on choisit une base de F;_1, notée (egifl), . ,efli_j)).
Lorsque i > 2, la question précédente montre que v(F;_1) ® K; o C K;_1, donc il existe
W;_o tel que K; 1 = v(F;_1) @ W;_o ® K,;_5. On pose F;_5 = v(F;_1) ® W;_s, de sorte
que Fj_» ® K;_» = K;_;.

On note d;_» = dim(F;_3). On sait que v|qjv(

(i-2)
J

Fi_1)

7" est un isomorphisme, donc en po-

sant, |pour tout j € Ny, _,, e

— v(eg.i*l)) , la famille (e;i_2)>1§j§di71 est une base de

v(F;_1). On la complete en une base (e§i_2))1§j§di_2 de F;_».
On poursuit par récurrence descendante :
Soit p € N;_;. Supposons construits des sous-espaces vectoriels F;_i, ..., F, de E tels
que, pour tout h € {p,...,1 — 1}, F}, & K, = Kp41 et
pour tout h € {p+1,...,i — 1}, v(F}) C Fy_1.
Pour tout h € {p,...,i — 1}, on note d;, = dim(F},) et on suppose construite une base
-1 (h)

)| -

J

(€§-h))1§jgdh de Fj, telle que, lorsque h > p+ 1, |pour tout j € Ny, , eg.h =u(e

En particulier, on a I}, ® K, = K11, donc la question précédente montre que

v(F,) @ K,—1 C K, donc il existe W,,_; tel que K, = v(F,) ® W,_1 & K,_;. On pose
F,_1 =v(F,) & W,_4, de sorte que F,_; & K, = K.

On note d,_; = dim(F,_1). On sait que U‘vFin)

)

est un isomorphisme, donc en posant,

§p)) , la famille (egp_l))lgjgdp est une base de v(F},). On

=uv(e

la compléte en une base (eg-p_l))lgjsdpf1 de F,_;.

¢ Par récurrence, et par associativité de la notion de somme directe, on montre

i—1
aisément que, pour tout p € {0,...,i — 1}, F = (@Fh> @Kp.
h=p

pour tout j € Ny , eg-p*

i—1
En particulier, pour p = 0, sachant que K, = Ker(v°) = {0}, on obtient E = @ Fy,.
h=0
¢ On peut alors disposer les vecteurs e§k) en disposant ceux de F;_; sur une premiere

ligne, puis ceux de F;_5 sur la seconde ligne etc., ce qui donne la figure suivante.

10



i (i~1) (i—1)
e €5 e €4,

i—2 i—2 i—2 i—2 i—2
657 ) e(; ) e el(;y—l) ‘(dlz—ll'l o 65172)
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0 0 - . 0 0 - 0

. k .
La famille (eg ))ogkgm est une base de E. On réordonne ces vecteurs pour former une
1<j<dy,
N . 0 . /
nouvelle base B = (by,)1<p<n de E de la maniere suivante : on pose b; = eg ), situé dans
la figure précédente en bas a gauche. On remonte la premiere colonne de la figure en

posant by = egl), ooy by = egi_l). On reprend au bas de la seconde colonne en posant

biv1 = eé"’, et on continue ainsi pour décrire dans le sens de lecture toutes les colonnes
de la figure de bas en haut. Il est clair que, pour tout h € N,,, v(b,) = 0 lorsque by, est
un vecteur de la figure situé sur la derniere ligne, c’est-a-dire lorsque c’est un vecteur
de la base (ego))lgjgdo de Fy = K; = Ker(v), et v(b,) = b,_1 dans les autres cas. Alors
d’apres la question 18, la matrice de v dans la base B est de la forme demandée.
22°) D’apres les questions 13 et 14, F = @ N,y et, pour tout A € Sp(u),

AESP(u)
u|%§ = AMdy, + wy ou wy est un endomorphisme nilpotent de V.
Pour chaque A € Sp(u), d’apres la question 21, il existe une base By de N, dans
laquelle la matrice de wy est de la forme indiquée a la question précédente. Ainsi, la

Ae 0 - 0

0 A E9 ’ :
matrice de u|%§ dans la base B) est de la forme My = | : .. . ., 0 ,

. 0 A Eny—1

0 - --- 0 A

ot ny = dim(N,) et ou pour tout j € N,,, 1, ¢; € {0,1}.

Notons B la concaténation des bases By lorsque A parcourt Sp(u).

Alors la matrice de v dans la base B est la matrice diagonale par blocs dont les blocs
diagonaux sont les M,. Ainsi, elle est bien de la forme attendue.
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