Feuille d’exercices 25.
Corrigé d'un exercice

Exercice 25.14 :

1°) A est symétrique, donc il existe P € O(p) et une matrice diagonale
D = diag(M\y, ..., \,) telles que A= PDP~! = PD'P.
De plus, A est définie positive, donc, pour tout i € Ny, A; € Sp(A) C R,
Posons A = diag(v/A1,...,\/Ap) et R(A) = PA'P = PAP™.
'R(A) = P'A'P = R(A), donc R(A) est symétrique.
De plus, Sp(R(A)) = Sp(A) = {V/A1,...,v/Ap} CR%, donc R(A) est définie positive.
Enfin, R(A)? = PA*P~! = A.
f: R — R
2°) ¢ Notons NN l(x N é) Ainsi, pour tout n € N, u, 11 = f(uy).
On remarque que f(R%) C R%, or ug > 0, donc par récurrence, on en déduit que pour

tout n € N, u,, est correctement défini et appartient a R? .

1 A
o f est dérivable sur R* et, pour tout € R*, f'(z) = 5(1 - ?),

donc f'(z) > 0 <= x > v/A. Tracons le tableau de variations de f.
x 0 VA +00

f'(z) - 0 +
f(z) +oo Ny VA S 400

Ainsi, pour tout n € N*, u,, € [V/A, +o0l.

1, A 1
o Soit n € N*. upq1 — u, = 5(— — Up) = 2—(/\ —u?) < 0. Ainsi, (uy)n>1 est une
Uy, Un, -

suite décroissante, minorée par v/A. Elle converge donc vers un réel I € [v/), +ool.

1
f étant continue en [, | = f(l), donc 0 = f(I) — [ = Z(A —1?), donc I = V/\.

En conclusion, |(u,),>1 est une suite décroissante qui tend vers v/\| .

3°) [Lasuite A, = P71X, P vérifie les relations Ay = I, et A, = (A, + DAY, donc c'est

une suite de matrices diagonales. Si l’on note w; ,, le ¢ coefficient diagonal de A, la suite (u; n)nen

vérifie la relation de récurrence de la question précédente, donc elle tend vers v/\;, ce qui permet de
conclure.

Pour gérer correctement les problemes d’existence de ces matrices, il est plus simple de commencer

par construire les suites (u; ), puis de construire D,, et X,.]

1



o Reprenons les notations de la premiere question. Pour tout ¢ € N, notons (u; ,)nen

la suite de réels définie par les relations suivantes : u;g = 1 et, pour tout n € N,
1 by )

(1) @ Uip1 = §(Um + wn

D’apres la seconde question, (u;,)nen+ est correctement définie et elle converge vers

Vi lorsque n tend vers +oo.

o Pour tout n € N, posons A, = diag(uin,...,up,) et R, = PA, P~ La suite

MyR) — My (R)
M +— PMP!

linéaire en dimension finie), donc R, — PAP™!' = R(A).

n——+o0o
¢ Soit n € N. Pour tout ¢ € N, u;,, > 0, donc A,, est inversible et, d’apres la relation

1
(1), Apyq = §(An + DAY). En multipliant par P & gauche et par P~! & droite, on en

(Ap)nen tend vers A, or l'application est continue (elle est

1
déduit que R,, est inversible et que R, 11 = §(Rn + ARJY).

De plus Ay = diag(1,...,1) = I,, donc Ry = I,.
Ainsi, pour tout n € N, R, = X,,, ce qui montre que la suite (X,,) de I’énoncé est
correctement définie et qu’elle converge vers R(A).
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