Résumé de cours :
Semaine 33, du 8 juin au 13 juin.

Espaces euclidiens (suite et fin)

1 Géomeétrie plane

Notation. FE est un plan euclidien orienté dont (7, 7) est une base orthonormée.

—

Pour tout o € R, on notera u, = cos(a)7+ sin(w)7.

1.1 Le groupe orthogonal de degré 2

Propriété.

SO(?)Z{RgZ(COSQ ‘Sing) /96R}.0(2):{59= (COS‘) sin ) /eeR}.

sinf cos6 sinf —cos@
Il faut savoir le démontrer.

9 cosa) [ cos(d+ ) cosa\ [ cos(d — )
Formule. Pour tout (6,a) € R*, Ry (sina) = <sin(9—|—a)) et Sp (sina) = (sin(@ —a) )
Formules : RgR, = Ry+y, RSy = S+, SoSp = Ro—y, SoRy, = Sp—y.
Il faut savoir le démontrer.

Formule. Pour tout (6, ¢) € R?, 50—1 = Sp et S;1ReS, = R_g.

R,+) — (50(2),%)
0 — Ry
déduit que (SO(2), x) est un groupe commutatif.

Propriété. L’application est un morphisme surjectif de groupes. On en

Propriété. L’application Ry — € est un isomorphisme entre les groupes (SO(2), x) et U.

1.2 Les isométries vectorielles du plan

Propriété. Soient s € O~ (E). Il existe 0 € R tel que mat(s,e) = Sp. s est la réflexion par rapport a
la droite vectorielle Rug . Ainsi, les éléments de O~ (E) sont les réflexions de E.

Définition. On suppose que E est orienté. Soit r € SO(E). La matrice Ry de r dans une base
orthonormée directe de E ne dépend pas du choix de cette base. 8 est appelé ’angle de la rotation r,
déterminé a 27 pres. Si on change d’orientation, cette mesure est changée en son opposé.
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1.3 Angles

Notation. FE désigne un plan euclidien orienté.

Définition. Soient z et y deux vecteurs non nuls de E. L’angle orienté des vecteurs x et y est I'angle
de 'unique rotation qui transforme T en L. cos @ _=hy> et sin @ = M.

ezl Nyl [l 1yl |1y
Propriété. Les z; désignant des vecteurs non nuls de F, on a les formules suivantes :
o Relation de Chasles : (:10/1,?2) + (3;,?3) = (:10/1,?3)
o (t3,21) = —(21,72).
o (z1,22) =0 <= Ryz; = Rz et (21,22) = 7 <= Rypz; = R_zs.
© Sir est une rotation, (r(xﬂxg)) = (@)
o

Si s est une réflexion, (s(x1), s(x2)) = —(x1, z2).

Définition. FE est un espace préhilbertien quelconque. L’angle non orienté ou écart angulaire des

<w>) € [0, 7],

vecteurs x,y € F est (x,y) = arccos (
(I

—

— Lorsque (J;,/g) €]0, 5[, cet angle est dit aigu;
— Lorsque (z,y) €]7, [, cet angle est dit obtus;
— Lorsque (m,/g) = 7 (i.e lorsque x_Ly), on dit que c’est un angle droit ;

— Lorsque (z,y) € {0, 7}, on dit que c’est un angle plat :

1.4 Les droites affines du plan usuel
On se place dans un plan affine £ euclidien orienté.

Propriété. Les droites affines de £ ont pour équation : uzx + vy +w = 0, ou (u,v) # 0.

Le vecteur de coordonnées (u,v) est orthogonal & la droite.

Les droites non paralleles a 7 admettent une équation de la forme y = px + ¢, p étant appelé la pente
de la droite.

Propriété. La droite passant par le point de coordonnées (zo,yo) et orthogonale au vecteur (u,v) a
pour équation u(x — x¢) + v(y — yo) = 0.

Propriété. La droite passant par le point de coordonnées (g, yo) et dirigée par le vecteur (u,v) a
u T — I

our équation —v(x — xg) + u(y — =0= .
pour éq ( 0) +u(y — yo) v v— 10

Propriété. La droite passant par les points (supposés distincts) de coordonnées (zo,yo) et (x1,y1)
r—xyg T1 — X9
Y=Y Y1 —Y%

a pour équation

2 Géométrie dans I’espace

E est un espace euclidien orienté de dimension 3 et £ est un espace affine de direction E. On dit que
& est l'espace usuel. On fixe un repeére de &£, noté R = (O, e), ou e une base orthonormée directe de

—.

E, notée e = (3,7, k) ou e = (eq, ez, e3) selon les cas.
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2.1 Le produit vectoriel (hors programme).

Définition. Sia,b e E, a Ab est 'unique vecteur de E tel que ’Vx € E det(a,b,x) =<aAbx>.
II faut savoir le démontrer.

Propriété. L’application (a,b) — a A b est bilinéaire et antisymétrique.

Propriété. Soit (a,b) € E2. (a,b) est un systéme lié si et seulement si a A b= 0.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit a et b deux vecteurs indépendants entre eux.
Alors a A b est un vecteur orthogonal & a et b tel que (a,b, a A D) est une base directe de ’espace. De
plus ||a A b|| = ||al]|||b]| sin ¢, out ¢ est I’angle non orienté entre a et b.

Formule. Identité de Lagrange : Pour tout (a,b) € E%, < a,b >2 +|a Ab||? = ||al?||b]>.

PI‘OpI‘iété. e1 N\ey = €3 €9 A €3 = €1 €3 N ey = es.

o2 2|
aq B1 aa 65
Formule. Sia= as et b= By alorsaAb= —| o 51 ’ .
. las . 183 o [313
e | « ﬂZ }

Il faut savoir le démontrer.

2.2 Equation d’un plan

Propriété. Les plans affines de £ ont pour équation : uz + vy + wz +t =0, ol (u, v, w) # 0.
Le vecteur de coordonnées (u, v, w) est orthogonal (on dit aussi normal) au plan.
La direction du plan est le plan vectoriel d’équation ux + vy + wz = 0.

Propriété. Deux plans de £ d’équations uz+vy+wz+t =0 et v'z+v'y+w'2+t = 0 sont paralleles

si et seulement si les vecteurs normaux de coordonnées (u, v, w) et (u',v",w’) sont colinéaires, donc si
/

m U
et seulement si v A v =0.
/
e w € w

Propriété. Le plan passant par le point de coordonnées (xg, yo, 7o) et orthogonal au vecteur (u, v, w)
a pour équation u(x — xo) + v(y — yo) + w(z — 2z9) = 0.

Propriété. Le plan passant par le point de coordonnées (xq, o, 20) et dirigé par deux vecteurs

T—x9 u U

indépendants de coordonnées (u, v, w) et (u’,v’,w") a pour équation cartésienne |y —yo v v’ | =0.

22—z w w

2.3 Systeme d’équations d’une droite

Propriété. Une droite affine de £ admet un systeme d’équations de la forme :
{ u?xw—:_vqu i zfz_:—tt’ i 8 ,outur +vy +wz+t=0et uvz+vy+wz+t =0 sont les équations

u u
de deux plans affines non paralleles. Cette droite est dirigée par le vecteur v A |V
/

e w e w
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2.4 Le groupe orthogonal en dimension 3

Théoreme. Réduction des matrices orthogonales :
On suppose ici que E est un espace euclidien de dimension n > 1.
Siu € O(E), il existe une base orthonormale B de E telle que

Ly 0 ... ... 0
0 -y, O ... O
mat(u,B) = | 0 0 T1 :
: R
0 N T

ot 7 — [ €08 0; —sinb;
! sinf; cosb;

) avec sinf; # 0 et k1 + ko + 2p = n.

Notation. Soient w un vecteur non nul de E et § € R. On désigne par r(w,d) I'unique rotation de
E qui laisse invariant w et qui induit sur le plan w™, orienté selon le vecteur w, la rotation d’angle .

Propriété. Soient w un vecteur non nul de E et 6 € R. Il existe une base orthonormée directe e de

cos —sinf 0
E telle que mat(r(w,0),e) = | sinf cosf 0 |. Plus précisément, on peut choisir e = (4, j, k) ol
0 0 1
w
(i,4) est une base orthonormée directe du plan w, orienté selon le vecteur w et ot k = W
w

Théoréme. Sir e SO(E), il existe w € E'\ {0} et 6 € R tels que 7 = r(w, §).

Remarque. Sir € SO(E), on obtient w tel que r = r(w, ), en étudiant 'équation r(r) = =z,
Tr(r) =1+ 2cos9‘.

c’est-a-dire en recherchant les vecteurs propres pour la valeur propre 1. De plus,

Remarque. Soit u € O~ (E). det(—u) = (—1)3det(u) = 1, donc —u € SO(E).
Ainsi, on peut décrire géométriquement une isométrie indirecte, en déterminant
w e E\{0} et 0 €R tels que u = —r(w,0).

Calcul différentiel

Dans ce chapitre, on fixe deux R-espaces vectoriels E et F' de dimensions respectives p et n, une
application f de U dans F, ou U est un ouvert de E, une base e = (eq,...,e,) de E et une base
e =(e},...,e)) de F.

3 Dérivées partielles

Définition. Fixons a € U et v € E\ {0}.
Sit+— f(a+ tv) est dérivable en 0, on dit que f est partiellement dérivable en a selon le vecteur v,
et dans ce cas, la dérivée de t — f(a + tv) en 0 est appelée la dérivée partielle de f en a selon le

vecteur v; elle est notée D, f(a) : Dy f(a) = (% [fla+ tu)D(O).

n

Propriété. Pour tout x € U, notons f(x) = Z fi(z)ei. Dyf(a) est définie si et seulement si, pour
i=1

n
tout ¢ € Ny, D, fi(a) est définie, et dans ce cas, D, f(a) = Zvai(a)e;.
i=1
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Propriété. Soient ¢ : U — F et (o, 3) € R% Si D,(f)(a) et D,(g)(a) sont définies, alors
D,(af 4+ Bg)(a) est définie et D,(af + Bg)(a) = aDv(f)( )+ BDy(g)(a).

Propriété. On suppose que F =R. Soit g : U — R. Si D,(f)(a) et D,(g)(a) sont définies, alors
Dy(fg)(a) est définie et D, (fg)(a) = g(a)Dy(f)(a) + f(a)Dy(g)(a).

Définition. Soit j € N,,. Si elle existe, on appelle jéme dérivée partielle de f en a la dérivée partielle

de f en a selon le vecteur e;. Dans ce cas, on la note D, f(a) ou ﬁ(a).

61‘]‘
4 Différentielle

Définition. On dit que f est différentiable en a € U si et seulement si il existe une application
linéaire de F dans F', qui est alors unique et notée df(a) telle que, lorsque h € E tend vers 0,
fla+h) = f(a) + df(a)(h) + o(h). Dans ce cas, df (a) est appelée la différentielle de f en a.

Il faut savoir le démontrer.

Remarque. Lorsque E =R, f est différentiable en a € U si et seulement si f est dérivable en a.
Dans ce cas, d(f)(a).h = f'(a).h = h.f'(a) et f'(a) =d(f)(a).1.

Propriété. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Propriété. On suppose que f est différentiable en a. Alors pour tout v € E, f admet une dérivée

partielle en a selon le vecteur v et D, f(a) = d(f)(a)(v).
Il faut savoir le démontrer.

P
Propriété. Si f est différentiable en a, alors d(f)(a) = Z dmjaa—f(a),
7
j=1 J
Définition. Notons f(x Z fi(x)e;. Si f est différentiable en a, on appelle matrice jacobienne de
, Ofi
f en a, et on note Jy(a), la matrice de d(f)(a) dans les bases e et ¢’. Alors, Jy(a) = (8x (a)) e
J 1<5<p

Définition. On dit que f est différentiable sur U lorsque, pour tout a € U, f est différentiable en a.
Dans ce cas, on dispose de la différentielle de f, notée d f : U — L(E, F).
5 Cas des applications numériques

5.1 Le gradient

Notation. dans ce paragraphe, on suppose que F' = R.

Définition. Supposons que F est un espace euclidien et que f est différentiable en a. Il existe un
unique vecteur de E, appelé gradient de f en a et noté V f(a) tel que Vh € E <Vf(a))|h>=df(a)h).

Sie=(e1,...,ep) est une base orthonormée de E, Vf(a Z 8;10
J

—Vf(a) est la direction de plus grande pente.
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5.2 Recherche des extrema

Définition. Si f : U — R est différentiable, a € U est un point critique de f si et seulement si,

pour tout j € {1,...,p} %(a) =0.
J

Théoréme. Si f est différentiable et si f admet un extremum local en a € U, alors a est un point
critique de f.

6 Applications continiiment différentiables

6.1 Définition

Définition. On dit que f est une application de classe C' sur U, ou qu’elle est continfiment
différentiable sur U si et seulement si f est différentiable et d(f) est continue de U dans L(E, F).

Théoréme. f est de classe C! sur U si et seulement si pour tout j € {1,...,p}, Papplication jeme
dérivée partielle de f est définie et continue de U dans F.

Propriété. f est de classe C! sur U si et seulement si pour tout v € E '\ {0}, Papplication D, (f) est
définie et continue.

f+ U — F
Propriété. N Z fix)e] ebt de classe C! sur U si et seulement si pour tout i € N,,, f;

est de classe C' sur U.

6.2 Exemples

Propriété. Si f € L(E,F), alors f est de classe C! et, pour tout a € E, d(f)(a) = f.

Lemme : Si F', I’ et I sont trois R-espaces vectoriels et si B : F' x F/ — I est une application
bilinéaire continue, alors il existe k € Ry tel que pour tout (z,y) € F x F’, || B(z,y)|| < kllz||||ly||-

Propriété. Soient F’ et F” deux R-espaces vectoriels de dimensions finies et B : F' x F/ — F”
une application bilinéaire. Alors B est de classe C! et d(B)(u,v)(h,h’) = B(h,v) + B(u, ).
Il faut savoir le démontrer.

7 Composition

Théoréme. Soit G un troisieme R-espace vectoriel de dimension m € N* et V un ouvert de F'.
I U — V g: Vv — G

Soient - Z Tje; — Z Filz)é! et Y= Zyl — gy) deux applications différentiables

(resp : de classe Cl) Alors g o f est différentiable (resp de classe C1) et , pour tout a € U, on a
d(g o f)(a) = d(g)(f(a)) e d(f)(a) et Jgor(a) = Jo(f(a)) X J¢(a).

Il faut savoir le démontrer.
8f i
8$] 8y1

Formule. Regle de la chaine : Z (f(a)).
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M: I — U

P
Propriété. Soient I un intervalle (non nécessairement ouvert) de R, PN Z 0;j(t)e; 10
Jj=1

arc paramétré dérivable (resp : de classe C1) et f : U — F une application différentiable (resp : de
classe C1). Alors f o M est un arc paramétré dérivable (resp : de classe C1) & valeurs dans F.

De plus, (f o M)'(a) = d(f)(M(a)).M'(a) = ZM]{(@);EJ;(M(G))-
Lorsque F' = R et E est euclidien, on a aussi](f o M) (a) =< [Vfl(M(a))|M'(a) >.

Remarque. Dans le cas ou E = RP, on peut écrire cette formule sous la forme suivante :
b

d[f(Ml(t),...,Mp

O], O
Vael - (a) = ;Mﬂa)@(wa»...,Mp<a>>.

Propriété. Si U est convexe, f est constante si et seulement si f est de classe C* et d(f) = 0.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soient f : U — F et ¢ : U — R deux applications différentiables (resp : de classe

C1). Alors vl Z : SIZ(@ f(x) est une application différentiable (resp : de classe C1) et

Vae U YheU dlg.f)(a).h = [dp(a).h).f(a) + [p(a)].[d(f)(a).h].

8 Un peu de géométrie différentielle
8.1 Vecteurs tangents

Définition. Soit X une partie de F et x un point de X. Soit v un vecteur de FE.

On dira que v est un vecteur tangent & X en x si et seulement si il existe € > 0 et un arc paramétré
M :]—e,e[— X dérivable en 0 tel que x = M(0) et v = M’(0).

En résumé, lorsque v # 0, v est tangent a X en x si et seulement si v dirige la tangente en z a un arc
paramétré tracé sur X passant par x.

8.2 Plan tangent a une surface

Notation. On suppose que E est euclidien de dimension 3.

Définition. On appelle nappe paramétrée différentiable toute application différentiable

M (u 1(;]) : ﬁ(u V)’ ot U est un ouvert de R%. M (U) est le support de la nappe M.

Définition. Soit M : U — FE une nappe différentiable et soit (ug,vo) € U. Toute combinaison

oM
linéaire des vecteurs a—(uo, vo) et 8—(u0, vp) est un vecteur tangent a M (U) en M (ug, vg). Lorsque
u v
oM oM oM

. oM
(a—u(uo, Vo), E(uo, vo)) est libre, le plan affine M (ug, vo) + Vect(au(gojijo)a av(uoé;\);)) est ap-
pelé le plan tangent & M en M (ug, vg), et la droite affine M (ug,vo) + R <8u(uo,vo) A W(uo, 110))

est appelée la normale & M en M (ug,vp).

©Fric Merle 7 MPSI2, LLG



Semaine 33 : Résumé de cours 9 Familles sommables de réels positifs

Propriété. Soit U un ouvert de R? et f : U — R une application différentiable.
Alors la surface S d’équation z = f(z,y) est appelée le graphe de I’application f. S est aussi le support

T
de la nappe paramétrée différentiable M : U — R? définie par M (z,y) = y .
f(z,y)
o
Fixons (xg,y0) € U et notons zy = f(xo,y0) et My = Yo -
20

Alors le plan tangent en My & S a pour équation z — zg = (z — Io)?(xo, yo) + (y — yo)g(xo, Yo)-
€T Y

Il faut savoir le démontrer.

8.3 Surfaces de niveau
Notation. On suppose que E est euclidien. Soit U un ouvert de E et f : U — R différentiable.
On appelle surfaces (ou lignes) de niveau de f les ensembles {x € U/f(z) = k}, oll k est fixé.

Propriété. Soit x un point de la surface de niveau X = {x € U/f(x) = k}. Alors tout vecteur
tangent en x & X est orthogonal au gradient de f en x.

On dit que le gradient de f est orthogonal aux surfaces de niveau de f.

Il faut savoir le démontrer.

Familles sommables

9 Familles sommables de réels positifs

Notation. Pour tout ce paragraphe, on fixe un ensemble I.
On fixe également une famille u = (u;);er € Rﬁ_ de réels positifs indexée par I.

Définition. On pose Zui = Jig?n Zui € Ry U{+oo}|
el J finie 1€J

Définition. La famille u est sommable si et seulement si Z u; < +00, c’est-a-dire si et seulement si
icl
il existe M > 0 tel que, pour toute partie finie J de I, Z u; < M.
ieJ
Propriété. Si (u;);cr est sommable, alors {i € I/u; # 0} est au plus dénombrable.
Remarque. Pour toute la suite, I est supposé au plus dénombrable.

Propriété. Soient v = (v;)ier et w = (w;)ier deux familles de réels positifs telles que, pour tout
i €1, v; <w;. Si w est sommable, alors v est également sommable et Z v; < Z w;
iel i€l
Propriété. Lorsque v = (v;);cr et w = (w;);er sont deux familles de réels positifs telles que, pour
tout ¢ € I v; < w;, on peut toujours écrire que, dans [0, +00], Zvi < Z wW;.
iel i€l
Propriété. Soit (J,),en une suite adaptée & I. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— (u;)ier est sommable.

— La suite ( E uz) est majorée.
; neN
i€Jy
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Semaine 33 : Résumé de cours 9 Familles sommables de réels positifs

— La suite ( E ul> est convergente dans R .
neN
i€y

De plus, dans ce cas, Zul = sup Z u; = lim Z U

iel n€N e

i€, i€,
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Lorsque I =N, (u,) € Rl}‘_ est sommable si et seulement si ) u,, est convergente et dans

—+oo
ce cas, E Uy = E Up, -
n=0

neN

Théoréme. Supposons que I est dénombrable et soit ¢ une bijection de N dans 1.

+oo
(u;)ier est sommable si et seulement si Zu@(n) est convergente et dans ce cas, Zuz = Z Ugp(n)-
el n=0
Propriété de linéarité : Si (v;);cs et (w;);er sont deux familles sommables de réels positifs, alors
pour tout o € Ry, (aw; + w;)ier est sommable. Dans ce cas, Z(avi +w;) =« Z v; + Z w;.
iel iel iel
Il faut savoir le démontrer.
Convention : Soit (u;);cr une famille d’éléments de Ry U {+o00}.
S’il existe io € I tel que u;, = +00, on convient que Zui = 4o00.
i€l
Convention : lorsqu’on travaille dans Ry U {400}, on utilise la convention 0 x (+o00) = 0.
On convient aussi, mais c’est plus universel, que pour tout € R% , 2 x (+00) = +00.

Propriété. Soit (v;)ier et (w;);er deux familles d’éléments de Ry U {400} et soit a € Ry U {+00}.
Alors, dans tous les cas, Z(Oﬂh‘ +w;) =« Z v; + Z w;.

i€l iel iel
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