Résumé de cours :
Semaine 34, du 15 juin au 20 juin.

Premiere partie

Familles sommables (suite et fin)

1 Familles sommables de complexes

Notation. I désigne un ensemble au plus dénombrable et (J,)nen est une suite adaptée a 1.

On fixe une famille u = (u;);c; de complexes.

Définition. (u;);er est sommable si et seulement si la famille (Ju;|);cr est sommable dans Ry .

(u;)icr est sommable si et seulement si Z lui| < +ool

Ainsi,
iel
Propriété. Supposons que tous les u; sont réels. On pose u;” = max(u;,0) et u; = max(—u;,0). :
w; = uf —u; et |u;| = ul + u; . (ui)icr est sommable si et seulement si (u;);er et (u; )ier sont
sommables. Dans ce cas, on pose E u; = E uj‘ - E u; .
il il il

Propriété. Supposons que les u; sont complexes. Alors Re(u) = (Re(ug))ker et Im(u) = (Im(ug))rer
sont & valeurs dans R. u est sommable si et seulement si Re(u) et Im(u) sont sommables et dans ce

cas, on convient que Z ug = Z Re(ux) + ¢ Z Im(ug),

kel kel kel
Propriété. V(u;);c; € CI, g u; = lim E uj.
. n——+oo -
el j€Jn

Il faut savoir le démontrer.

Inégalité triangulaire : si u est sommable, alors f E u1| < E g .
i€l el
Propriété. Lorsque I = N, une suite (uy)nen est sommable si et seulement si la série Y u,, est
—+o0
absolument convergente. Dans ce cas, E Uy, = E Up,-
n=0

neN

Propriété. Lorsque I =7Z, (u,)nez est sommable si et seulement si les séries Z Uy, €t Z U_p, sont

n>0 n>0
“+o0 400
absolument convergentes et dans ce cas E Uy, = E U_y + E Up,.
nez n=1 n=0
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2 Propriétés des familles sommables
Notation. I désigne un ensemble au plus dénombrable et (J,),en est une suite adaptée a I.

2.1 Linéarité

Propriété de linéarité : soit a = (a;);c; et b = (b;);er deux familles sommables de complexes et
soit a € C. Alors la famille ca + b = (aa; + b;);c; est sommable et Z(aai +b)=« Z a; + Z b;.
i€l il iel
Il faut savoir le démontrer.
Propriété. Soit (u;)ier € Rfr et (v;)ier € CL. Si pour tout i € I, |v;] < u; et si (u;) est sommable,
alors (v;) est sommable et ’Z vl—| < Zul
i€l iel
Notation. [°°(I,K)est ensemble des familles (u;);c; bornées de réels,
et pour p € [1, 400, IP(I,K) = {(Ul)Le[ / Z lu; [P < +oo}.
il
Propriété. ['(I,K), 12(I,K) et [°°(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de K.
De plus si (a;) et (b;) sont dans 12(1,K), alors (a;b;) est un élément de I (I, K).

Propriété. Pour tout (u;), (v;) € I*(I,R), on pose ((u;)|(v;)) = Zuﬂh

icl
I2(I,R) muni de (.|.) est un espace préhilbertien.
Propriété.
— En posant ||(u;)icrlloo = sup |u;|, (1°°(I),K) est un espace vectoriel normé;
iel
— En posant ||(u;)icrll1 = Z lui|, (I*(I),K) est un espace vectoriel normé;
iel

— En posant ||(u;)ier]l2 = Z |ui|2, (1*(I),K) est un espace vectoriel normé.
\ el

2.2 Commutativité

Propriété. Commutativité de la somme d’une famille sommable.
Soient (u;);cr une famille sommable de complexes et ¢ une bijection de I dans I.
Alors (uy(;))ier est aussi sommable et Z“s&(i) = Zui.

il iel
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. (Hors programme) Soient (u;);c; une famille sommable de complexes et ¢ une bijection

de K dans I. Alors (uy(x))kex est aussi sommable et Z Up(k) = Zui
keK iel

Remarque. Lorsque (u;)icr € Rfr, pour toute bijection d’un ensemble K dans I, Z Up(k) = Z Us.
keK iel

Théoréme. Sommation par paquets pour des familles de réels positifs.
Soit (I,)4en une partition de I (on accepte que certains I, soient vides).
On suppose que u = (u;)ier € Rfr. Alors u est sommable si et seulement si

o pour tout ¢ € N, la famille (u;);cz, est sommable et

o la suite (Z uz) est sommable.
i€l g€
q

©Fric Merle 2 MPSI2, LLG



Semaine 34 : Résumé de cours 3 Espaces probabilisés

Dans ce cas, E u; = E E U

iel qeNiel,

Remarque. En cas de non sommabilité, on a encore : Z u; = Z Z u; = +00.
il geNiel,
Ainsi, on peut énoncer le théoréme sous une forme plus concise :
si (I4)qen est une partition de I et si (u;)ier € Ri, alors Zui = Z Z Uj.
i€l geNiel,

Corollaire. Interversion de sommations pour des suites doubles de réels positifs (Fubini).
Soit (Up,q)(p.q)enz € Rf. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
o La famille (up,q)p,q)en2 €st sommable.
o Pour tout g € N, (upq)pen est sommable et la suite (Z up’q) . est sommable.
q
peN

o Pour tout p € N, (up,q)qen est sommable et la suite (Z up7q) est sommable.
peEN
qeN
Dans ce cas, on dit que (up,q)(p,q)en? st une suite double sommable et on dispose des égalités suivantes.

+oo 400 +oo 400
Z Up,q = Z (Z“nq) = Z (Zup,q)
(p,q)EN? g=0 p=0 p=0 q=0

Remarque. Sil’on accepte de travailler dans R U{+00}, on peut énoncer ce théoréme sous la forme

+oo 400 +oo0 400
. 2
suivante : Pour tout (up,q)(p,qenz € RY Z Upgq = Z (Zunq) = Z (Zup,q).
(p,q)ENZ =0 p=0 p=0 ¢=0

Théoréme. Sommation par paquets pour des familles de complexes.
Soit (I;)4en une partition de I et (u;);e; une famille de complexes. Alors, pour tout

q €N, (ui)icr, est sommable, et ( Z uz) est sommable. De plus, Zui = Z Z il
iel qeN iel qeNiel,
q

Corollaire. Interversi20n de sommations pour des suites doubles de complexes.
Soit (up,q)(p.gyenz € CV une suite double sommable de complexes. Pour tout qo € N, (up,q,) est

sommable, pour tout py € N, (up, q) est sommable, et les suites (Z up’q) et (Zup’q) sont
qeN N pEN

peEN
400 400 “+o00 “+ o0
sommables. De plus Z Upg = Z (Zu@q) = Z (Zul’ﬂ)'
(p,q)EN? g=0 p=0 p=0 ¢=0

Exemple. Soient Z an et Z b, deux séries absolument convergentes de complexes. Alors la famille

(apbq) (p,q)en2 est une suite double sommable et Z apby = (Z ap) (Z bq).
(p,q)EN? peEN geN
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Produit de Cauchy de deux séries. Soient > u, et > v, deux séries de complexes.

n
Pour tout n € N, on pose w, = Z UpVg = Z UpUp—p-
pt+g=n p=0
La série Y w,, est appelée le produit de Cauchy des deux séries > u, et > vy,.

Propriété. Le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est absolument convergent.

“+o0 “+o0 “+o0
Si > u, et Y v, sont absolument convergentes, alors Z Wy, = (Z un) (Z vn).
n=0 n= n=0
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Il faut savoir le démontrer.

Les probabilités

3 Espaces probabilisés

Définition. On appelle tribu, ou c-algebre sur un ensemble ) tout ensemble F de parties de (2
vérifiant : Q € F, F est stable par passage au complémentaire (si F' € F alors Q\ F € F) et F est
stable par réunion dénombrable (si (F),)nen € F, alors U F, € F).

neN
Vocabulaire spécifique aux probabilités : Avec les notations précédentes,

Q) s’appelle 'univers.

Les éléments de F s’appellent les événements.

Si {w} € F, on dit que c’est un événement élémentaire.

() est I’événement impossible.

Si A est un événement, Q \ A est 'événement contraire de A.

Si A et B sont deux événements, AN B est ’événement “A et B”, AU B est ’événement “A ou B”.
Lorsque AN B = (), les deux événement A et B sont dits incompatibles.

S O000 0

Définition. Soit F une tribu sur un univers 2. On appelle systeme complet d’événements toute
famille (A;);cr (ou I est fini ou dénombrable) d’événements 2 & 2 disjoints dont la réunion vaut €.

Définition. Si F est une tribu sur un univers 2, on dit que (€2, F) est un espace probabilisable.

Définition. Soit (£, F) un espace probabilisable. On dit que P est une probabilité sur (2, F) si et
seulement si P est une application de F dans [0, 1] telle que P(2) = 1 et pour toute suite (Fy,)nen

d’événements de F deux a deux disjoints, P( U Fn> = Z P(F,).
n=0 n=0

Dans ce cas, le triplet (£2, F, P) est appelé un espace probabilisé.

Propriété. Avec les notations précédentes, pour F,G,H,F, € F on a :
o P(0) =0,
¢ Si Fy,...,F, sont p+ 1 événements deux a deux disjoints, ot p > 1,

alors P(anJ0 Fn) - HZP‘BP(Fn).

P(F)=1— P(F) (ou F désigne Q\ F),

siGCH, PLH\G)=P(H) - P(G).

si G C H, P(G) < P(H) (on dit que P est croissante),
P(GUH)=P(G)+ P(H)—-P(GNH),

SO0 0

o Inégalité de Boole : P( U Fn) <3 P(F,).
n=0 n=0
Il faut savoir le démontrer.

Notation. On notera souvent P(G, H) = P(GNH).

Propriété : Probabilité sur un univers dénombrable. Lorsque (2 est fini ou dénombrable, on
prendra toujours F = P(Q). Dans ce cas, pour se donner une probabilité P sur (Q,F), il faut et il
suffit de donner une famille sommable (p,,),eq de réels positifs telle que Z Pw = 1. On définit alors
weN
P par : pour tout F € F, P(F) = pr.
weF
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Définition. Supposons que 2 est de cardinal fini. On dit que P est la probabilité uniforme lorsque
tous les événements élémentaires sont équiprobables. Dans ce cas, avec les notations de la propriété

et pour tout F' € F, P(F) = (Chrng;
ar

précédente, pour tout w € Q, p, =

Card(2)’

Propriété de continuité : dans un espace probabilisé (Q,F,P),

si (F},) est une suite croissante d’événements, P( ) lim P(F,).
n—-+4o0o
F

): lim P(F,).

Si (F,) est une suite décroissante d’événements, P(
n—+00

HDS

Il faut savoir le démontrer.

Définition. On dit que ’événement F' est négligeable si et seulement si P(F') = 0.

On dit que I’événement F est presque siir si et seulement si P(F) = 1.

Si Q est une propriété dépendant de w € Q, lorsque {w € Q/Q(w)} est un événement presque siir, on
dit que “Q(w) presque siirement”.

Propriété. Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est négligeable.
Une intersection finie ou dénombrable d’événements presque stirs est presque stre.

4 Probabilité conditionnelle et indépendance

P(HNG
Définition. Si P(G) >0, |P(H|G) = 2 w : ¢’est la probabilité conditionnelle de H sachant
que G est réalisé. L’application H — P(H|G) est une probabilité sur €2, notée Pg.
P(H
Ainsi, P(H|G) = Po(H) = (P(g)G)

Formule des probabilités composées :
si Gl, ..., G sont k événements tels que P(G1 N ---N Gg_1) > 0, alors

ﬂ Gi) = P(G1) x P(G3|G1) x P(Gs|G1NGy) x -+ x P(GlG1 NN Gry).

Formule des probabilités totales : si (G;);cs est un systéme complet d’événements, ot I est fini
ou dénombrable, et si pour tout i € I, P(G;) > 0, alors P(G) = Z P(G|G;)P(Gy).
i€l

P(H|G)P(G)
P(H|G)P(G) + P(H|G)P(G)
Si (G)ier est un systéme complet d’événements avec pour tout i € I, P(G;) > 0, et si P(H) > 0,

P(H|G;)P(G;

> P(H|G;)P(G
jeI

Il faut savoir le démontrer.

Définition. ’H et G sont indépendants si et seulement si P(GN H) = P(G)P(H)‘ .

Formule de Bayes : Si P(G) €]0,1[ et P(H) > 0, alors |P(G|H) =

alors

Propriété. Si H et G sont indépendants, alors H et G sont aussi indépendants.
Remarque. Un événement A est indépendant de lui-méme si et seulement si P(A) € {0, 1}.

Définition. [ étant un ensemble quelconque, les événements de la famille (G;);ec; sont mutuellement

indépendants si et seulement si pour toute partie finie .J de I, P( ﬂ Gi> = H P(Gy)
icJ eJ
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Remarque. “mutuellement indépendants” = “2 a 2 indépendants”, mais la réciproque est fausse.

Propriété. Soit (G;)icr une famille d’événements mutuellement indépendants. Si I'on remplace cer-
tains G; par leur conjugué G, alors c’est encore une famille d’événements mutuellement indépendants.

5 Variables aléatoires discretes

Définition. Soit (Q, F, P) un espace de probabilité. Une variable aléatoire & valeurs dans un ensemble
E muni d’'une tribu £ est une fonction X : Q — FE telle que, pour tout A € £, X~1(A4) € F.
On note souvent "X € A” au lieu de X ~1(A).

Remarque. Lorsque EF = R, on dit que X est une variable aléatoire réelle.
Lorsque F = N, on dit que X est une variable aléatoire entiere.

Propriété. Avec les notations précédentes, si 'on pose, pour tout A € £, Px(A4) = P(X € A),
alors Py est une probabilité sur (F,£) que ’on appelle la loi de X.

Définition. Si B est un événement de (2, la loi de X conditionnée par B désigne I’application

A PIX € Al = TS 00

Définition. On dit qu'une variable aléatoire X est discrete si et seulement si X (€2) est fini ou
dénombrable et si & = P(E).

, de € dans [0,1]. C’est encore une probabilité sur (E, ).

Remarque. Le programme de MP ne prévoit que I’étude des variables aléatoires discretes, ce que
nous supposerons donc dorénavant.

Propriété. Soit (2, F, P) un espace de probabilité et X une application de €2 dans un ensemble
quelconque E. X est une variable aléatoire discréte si et seulement si X (£2) est fini ou dénombrable
et si, pour tout d € X(Q), X *({d}) € F.

Dans ce cas, la loi de X est entierement déterminée par la famille (P(X = d))acx ()

Remarque. Toute variable aléatoire entiere est discréete.

Définition. Soit X une variable aléatoire discrete de 2 dans F et f une application de E dans un
ensemble F'. Alors Y = f(X) = foX est une nouvelle variable aléatoire discrete dont la loi est donnée

par:Vy € F, Py(y)=P(X € f~'({y})) = > Px(a).
zEX ()
f(z)=y

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit X une variable aléatoire de €2 dans un ensemble E de cardinal fini. On dit que X
suit une loi uniforme (souvent notée U) si et seulement si Px est la probabilité uniforme, c’est-a-dire

si et seulement si pour tout k € E, P(X =k) = Card(B)"
Définition. On fixe une variable aléatoire X a valeurs dans N.
Les lois classiques au programme sont les suivantes :
— Loi de dirac, lorsqu’il existe ng € N tel que P(X = ng) =1 et P(X =n) = 0 pour tout n # ny.
On dit alors que X est une variable aléatoire déterministe, ou bien constante.
— Loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1], notée B(p) :
[P(X=1)=pet P(X =0)=1-p|.
C’est le cas lorsque X représente le succes (X = 1) ou I’échec (X = 0) d’une épreuve.
— Loi binomiale de parametres n € N* et p € [0, 1], notée B(n,p) :
Pour tout k € {0,...,n}, |P(X =k)=(})p"(1 —p)"’k‘ (et P(X =m) =0 pour
m ¢ {0,...,n}). C’est le cas lorsque X désigne le nombre de succes parmi une suite de n
épreuves indépendantes de loi de Bernoulli de parametre p.
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— Loi géométrique de parametre p €]0, 1], notée G(p) :
Pour tout n € N*, ’P(X =n)=(1 —p)"*lp‘ (et P(X =0)=0).
C’est le cas lorsque X représente 'instant du premier succes lors d’une suite d’épreuves
indépendantes de loi de Bernoulli de parametre p.

ATL
e A |.

— Loi de Poisson de parametre A € R* , notée P(\) : pour tout n € N, |P(X =n) = '
n!

Notation. On utilisera la notation X ~ £ pour indiquer que la variable aléatoire X suit la loi £ et
la notation X ~ Y pour indiquer que les deux variables aléatoires suivent la méme loi.

Propriété. X est une variable aléatoire & valeurs dans {0, 1} si et seulement si il existe un événement
A tel que X = 14. Dans ce cas, on a X =14 ~ B(p) ou p = P(A).

Définition. Si X est une variable aléatoire réelle, ’application  — P(X < z) est la fonction de
répartition de X.

Définition. Hors programme : Convergence en loi :
Soit (Xj)ken une suite de variables aléatoires réelles et X une autre variable aléatoire réelle. On dit
que X} converge en loi vers X lorsque k tend vers +oo si et seulement si pour tout x € R tel que

P(X =2)=0, P(X) <x) N P(X < z). on note alors X}, £ X
—+00

k— 400
Propriété. Soit (Xj)ren une suite de variables aléatoires entieres et X une autre variable aléatoire

entiere. X, - X <= [VneN, P(Xy=n) — P(X =n)|.
k—400 k—400

Propriété. Pour les variables aléatoires entieres, les lois géométriques sont les seules lois sans
mémoire. Plus précisément, si X est une variable aléatoire a valeurs dans N*, elle est sans mémoire,
c’est-a-dire qu’elle vérifie pour tout (n,k) € N2 P(X > n +k|X > n) = P(X > k), si et seulement si
il existe p €]0, 1] tel que X ~ G(p).

Il faut savoir le démontrer.

6 Variables aléatoires indépendantes
6.1 Lois conjointes et lois marginales

Définition. Soit n € N*. Si X4,..., X,, est une suite de n variables aléatoires discrete de 2 dans des
ensemble FE;, alors, en posant pour tout w € Q, X(w) = (X;(w),...,Xn(w)), on définit une variable
aléatoire discrote X 2 (X1,...,Xp) de Q dans By x -+ x Ej,.

On dit que la loi de X est la loi conjointe des variables aléatoires X1, ..., X,,.

Pour tout i € {1,...,n}, la loi de X; est appelée la iéme loi marginale de X.

Exemple. Soit X = (X7, X2) un couple de variables aléatoires entieres. On note (p1 1) = (P(X1 = k))
la premiere loi marginale de X et (par) = (P(X2 = k)) la seconde loi marginale.
On note également ¢, j, = P(X = (h, k)) la loi conjointe. Alors p; j, = Z Ch,h € P = Z Ch k-

heN heN
Définition. Soit X = (X1, X2) un couple de variables aléatoires discretes. Pour tout h € X5(Q)
tel que P(Xy = h) > 0, la loi conditionnelle de X; sachant que Xo = h désigne la probabilité
A+— P(X; € A|X5 = h) (définie sur P(X1(12))). Elle est caractérisée par la suite des
(P(X1 = k| X2 = h))gen. On définit de méme la loi conditionnelle de X5 sachant que X; = k.
Ck,h

Exemple. Avec les notations de l'exemple précédent, P(X; = k| X2 = h) =
P2,
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6.2 Indépendance

Définition. Soit X = (Xi,...,X,,) un n-uplet de variables discrétes. Elles sont mutuellement

indépendantes si et seulement si pour tout k = (kq,...,k,) € HXi(Q), P(X=k)= HP(Xi =k;).
i=1 i=1

Propriété. Xi,..., X, sont indépendantes si et seulement si pour toute famille K7, ..., K,, de parties
n
de X1(9),...,Xn(Q), P(X1 € Ky,..., X, € K,,) = [[ P(X; € K)).
i=1
Remarque. Si Xq,...,X, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors elles sont

2 a 2 indépendantes, mais la réciproque est fausse.

Définition. Si (X;);er est une famille de variables aléatoires discretes, avec I de cardinal infini, on
dit que ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes si et seulement si pour toute partie
finie J incluse dans I, les variables aléatoires X; pour j € J sont mutuellement indépendantes.

Propriété. Soit X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes de €2 dans F et F' respec-
tivement. Soit f : E+— E' et g : F +—— F’ deux fonctions. Alors f(X) et g(Y') sont encore deux
variables aléatoires discretes indépendantes.

Il faut savoir le démontrer.

Remarque. On peut généraliser ’énoncé et la démonstration au cas suivant : Si (X;);es est une
famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors pour toute famille de fonctions
(fi)ier correctement définies, (f;(X;))icr est encore une famille de variables aléatoires mutuellement
indépendantes.

Corollaire. Soit Xi,...,X,,,Y1,...,Y, des variables aléatoires discretes mutuellement indépendantes.
Alors pour toutes fonctions f et g correctement définies, les variables aléatoires f(X1,...,X,) et
g(Y1,...,Y,) sont indépendantes.

Remarque. La encore, on peut généraliser ...

Propriété. Soit Xi,...,X,, des variables aléatoires entieres mutuellement indépendantes. On sup-
pose qu'il existe p € [0, 1] tel que, pour tout ¢ € {1,...,m}, X; ~ B(n;,p), ou n; € N* (p ne dépend
pas de ). Alors X7 + -+ X,, ~B(n1 + -+ + np, p).

Il faut savoir le démontrer.

Remarque. On en déduit que le nombre de succes parmi une suite de m épreuves indépendantes de
loi de Bernoulli de parametre p suit une loi binomiale de parametres m et p.

Exercice. Soit X1,...,X,, des variables aléatoires entieres mutuellement indépendantes telles
que chaque X; suit une loi de Poisson de parametre A\; > 0. Montrer que X = X; +--- + X,
suit une loi de Poisson de parametre A = Ay + -+ + A\

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit (p,) €]0, 1[N telle que np;, = A € R%. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires
n—-+0oo

telle que X,, ~ B(n,p,). Alors X,, converge en loi vers la loi de Poisson de parametre .
Il faut savoir le démontrer.

Remarque. Vue la démonstration, ’approximation de la loi de X, par une loi de Poisson est d’autant
plus valable que k << n et A << n.

Application : Dans une file d’attente, supposons que le nombre moyen d’individus arrivant entre
les temps 0 et 1 vaut A > 0. On note N la variable aléatoire égale au nombre d’individus arrivant
dans la file d’attente entre les temps 0 et 1. On suppose que, pour n suffisamment grand, au plus un
individu arrive entre les temps % et % (c’est 'hypothese des événements rares). Alors N suit une loi
de Poisson de parametre .

©Fric Merle 8 MPSI2, LLG



Semaine 34 : Résumé de cours 6 Variables aléatoires indépendantes

Définition. Une loi discrete sur un ensemble F est la donnée d’une probabilité P sur E muni de sa

tribu pleine P(E) telle que, en posant S = {z € E/P(x) > 0}, on ait Z P({z}) = 1. Alors S est au
€S
plus dénombrable et, pour tout B C E, P(B) = P(BNJS).
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