Résumé de cours :
Semaine 2, du lundi 7 au vendredi 11 septembre.

1 Les fonctions numériques (suite)

Notation. Dans ce chapitre, sauf précision du contraire, f est une application ou une fonction de D
dans R, ot D est une partie de R.

1.1 Les fonctions polynomiales (suite)

Propriété. Soit P un polynoéme et aq,...,ax k réels deux a deux distincts. Alors aq,...,ax sont
des racines de P si et seulement si il existe un polynéme @ tel que, pour tout = € R,

Pla) = (z —a1)(z — az) - (& — ) Q(x)

Propriété. Soit P et ) deux polynémes. Alors 'application  — P(z)Q(x) de R dans R est aussi
un polyndéme, que 'on note PQ. De plus, deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Théoréme. Soit P un polynéme non nul a coefficients réels de degré n € N. Alors le nombre de
racines de P est inférieur ou égal a n.

1.2 Premieéres caractéristiques d’une fonction

Définition. (Notation b))
— f est paire si et seulement si : Vo € Dy, [—x € Dy| A[f(x) = f(—=x)].
— f est impaire si et seulement si : Vo € Dy, [~z € Df| A [f(—z) = —f(x)].
— Soit T' > 0. f est T-périodique si et seulement si Vo € Dy, [z +T € Dy A f(z+T) = f(z).

Propriété.
— Une fonction est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l’axe des
ordonnés.
— Une fonction est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine.
— Une fonction est T-périodique si et seulement si son graphe contient son image par la translation
de vecteur T7 .
Il faut savoir le démontrer.

Définition. (notation a))

— f est croissante si et seulement si Va,y € D, [r <y = f(x) < f(y)].

— f est strictement croissante si et seulement si
Vr,y € D, [z <y= f(z) < f(y)].

— f est décroissante si et seulement si Vz,y € D, [x <y = f(z) > f(y)].

— f est strictement décroissante si et seulement si
Vo,y € D, [z <y= f(z) > f(y)].

— f est monotone si et seulement si f est croissante ou décroissante.

— f est strictement monotone si et seulement si f est strictement croissante ou strictement
décroissante.
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Propriété. Graphiquement, les antécédents de A par f sont les abscisses des points d’intersection
du graphe de f avec la droite horizontale d’équation y = .

Propriété. Graphiquement, les solutions de I'inéquation f(z) > A, en 'inconnue z, sont les abscisses
des points du graphe de f situés au-dessus de la droite horizontale d’équation y = A.

Définition. Une application f : D — FE est majorée si et seulement si il existe M € R tel que,
pour tout @ € D, f(z) < M, c’est-a-dire si et seulement si le graphe de f est situé sous la droite
horizontale d’équation y = M.

1.3 Opérations sur les fonctions

Définition. (notation b)) Soit f et g deux fonctions de R dans R. Soit A € R.
— f + g est la fonction de R dans R définie par (f + g)(z) = f(z) + g(z).
On a Dirg =DyNDy.
— Af est la fonction de R dans R définie par (Af)(z) = Af(x).
On a 'D)\f = Df.
— fg est la fonction de R dans R définie par (fg)(x) = f(z) x g(z).
On a Dty =Dy NDy.
— | f| est la fonction de R dans R définie par |f|(z) = [f(x)|. On a Dy = Dy.

— On définit de méme f — g, 4, g

Définition. f est bornée si et seulement si |f| est majorée.

Propriété. Si f est une bijection d'une partie E de R vers une partie I’ de R, alors le graphe de f~!
est le symétrique du graphe de f pour la symétrie orthogonale selon la premiere diagonale, c’est-a-dire
la droite d’équation y = z.
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit f et g deux applications définies sur D a valeurs dans R.
On dit que f est inférieure & g sur D, et on note f < g, lorsque : Vx € D, f(z) < g(x).

Remarque. La notation “f < ¢” désignera parfois la condition [Vz € D, f(z) < g(z)],
et d’autres fois la condition [(f < g) et (f # g)],
cest-a-dire [Vr € D, f(x) <g(z)] et [Fx € D, f(x) < g(x)].

2 Trigonométrie
2.1 Les fonctions circulaires

Propriété. Pour tout z € C, @ = e[z, Pour tout 2,2’ € C, e* x e? = e*t?

Définition. Soit # € R. On admet que le complexe e est sur le cercle unité et que 6 est I'angle
M;MyM_ie (en notant M, le point d’affixe z).
On pose cos(f) = Re(e') et sin(f) = Im(e'?).

Ainsi cos(f) est abscisse du point M_ie et sin(d) est son ordonnée.

i 4 =it . 0i0 _ g—if
Formules d’Euler : cosf = T — et sinf = o
i
Propriété. Les fonctions cos et sin sont 27-périodiques. cos est paire. sin est impaire.
. . sin cos
Définition des fonctions tangente et cotangente : tanf = et cotan 6 = — 0"
sin

La fonction tangente est définie sur R\ (5 + 7Z).

Formules : Soit OAB un triangle rectangle en A. Par définition, I’hypoténuse est le coté opposé a
I’angle droit. Notons § = AOB T’angle au sommet O.
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OA  longueur du coté adjacent
Alors cosf = — = ~ ,s8inf = — = ~
OB longueur de I'hypoténuse OB  longueur de I'’hypoténuse

AB longueur du coété opposé

et tanf = — = .
OA  longueur du coté adjacent

AB _ longueur du c6té opposé

Cette derniere formule permet d’interpréter géométriquement la quantité tan @ :

sin 0
tan 6
0
0 cos® |1

2.2 Graphes des fonctions circulaires

Il faut savoir tracer les graphes des fonctions cos, sin et tan.

2.3 Formulaire de trigonométrie

I1 faut savoir établir chacune de ces formules.
Formule circulaire : Pour tout # € R, cos? 6 + sin®§ = 1.

Formules de symétries : Lorsque les quantités qui interviennent sont définies,
cos(—6) = cos(0) sin(—#) = —sin(0) tan(—0) = — tan(6)
cos(m — 0) = —cos(f)  sin(m — ) = sin(6) tan(m — 0) = — tan(0)
cos(m 4+ 0) = —cos(f) sin(m 4+ 0) = —sin(6) tan(m + 0) = tan(0)
cos(5 —0) =sin(f)  sin(F —0) =cos(d)  tan(f — 6) = cotan (0)
cos(§ +0) = —sin(f) sin(§ +6) =cos(f) tan(j 4 6) = —cotan ()
Il faut étre capable de visualiser toutes ces formules sur le cercle trigonométrique.

Formules d’addition :
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb et sin(a + b) = sina cosb + cosasin b.

2.4 Formulaire de trigonométrie (suite)

Il faut savoir établir chacune de ces formules.

Formule d’addition :

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb et sin(a + b) = sinacosb + cosasin b.

cos(a — b) = cosacosb+sinasinb et sin(a — b) = sinacosb — cosasinb,
tana + tanb tana — tanb

6 b) = t ot b)) =—"""
an{a +b) et tan(a ) 1+ tanatanb

1 —tanatanb

Formules de duplication : cos(2a) = cos? a —sin®a = 2cos?a — 1 = 1 — 2sin?q,
. . 2tana
sin(2a) = 2sinacosa et tan(2a) = ————.
1—tan“a

Premieres fé)rmu%es de linéarlisation2:
cos(2a — cos(2a
cos?a = & et sin’a = # > 0.

2 cosa.cosb = cos(a + b) + cos(a — b),
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2sina.sinb = cos(a — b) — cos(a + b),
2sina.cosb = sin(a + b) + sin(a — b).

Formules de factorisation :

cosp+cosq:2cosp cos}%,
B . ptq . p—q
cosp — cosq = —2sin sin 5
sinp+sinq:2sinp+qcosl%,
. . . p—q ptq
sinp — sing = 2sin cos .

Il faut savoir les retrouver en utilisant les complexes.

Formules (hors programme) : en posant u = tan(g), on a
1—u? i 2u 2u
cos@zm, smezm, tan@:l_u2.
Propriété. Lignes trigonométriques a connaitre :
9 0 = [ [ [
6 4 3 2
cosf | 1 § g % 0
sinf | 0| L | V2] 3 1
tané | 0 ? 1 V3 | non défini

La croissance de la fonction tangente sur [0, 5[ aide a retenir la derniere ligne.

2.5 Equations trigonométriques

2.5.1 Résolution du systéme (S) : (cosz =c) A (sinz = s)

2.5.2 Résolution de 1’équation cosz = ¢

Définition. L’application cos réalise une bijection (décroissante) de [0, 7] dans [—1, 1].
On note arccos 'application réciproque.

Propriété. Pour tout u,v € R, cosu = cosv <= u = +v [27].

3
Il faut savoir résoudre les équations suivantes : cosz = —— et cosz = cos(§ — 2z).

2.5.3 Résolution de 1’équation sinx = s

Définition. L’application sin réalise une bijection (croissante) de [-7, 7] dans [-1, 1]. On note arcsin
I'application réciproque.

Propriété. Pour tout u,v € R, sinu =sinv <= (u=v 27]) V (u =7 — v [27]).
2.5.4 Résolution de I’équation tanx = ¢

Définition. tan est une bijection (croissante) de | — 7, Z[ dans R. On note arctan l'application
réciproque.

Corollaire. Pour tout u,v € R, tanu = tanv <= u = v [r].
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2.5.5 Expressions de la forme Acosx + Bsinz.

Technique & connaitre : transformation de Acosz + Bsinz en rcos(z — ).
Premiere méthode :
Soit (A, B) € R\ {(0,0)}. A

. T B
ACOSIE+BSIHI: A2+B2<\/ﬁcosx+\/ﬁ
4 et s = __B On a ¢ + 52 = 1, donc on sait qu’il existe ¢ € R tel que
N ey N ey s 2 v 4 v d
c = cosp et s = siny. Ainsi, en posant r = v/ A2 + B2,
Acosz + Bsinz = r(cos g cosx + sin psinx) = rcos(z — ¢).
r est appelé 'amplitude et ¢ la phase.
On remarquera que, par construction, ¢ + is = ¢, donc A + iB = re’?.

sin :17) .

Posons ¢ =

B
Seconde méthode : lorsque A # 0. Il existe ¢ tel que tanp = —

1
P sin x) = cos(z — ).
cos cos ¢

Alors Acosx + Bsina = A(cosz +

Sachez résoudre les équations suivantes :
—3cosx +4sinz =10 et v/3cosx — sinz = 2.

3 Dérivation et intégration
3.1 Pente de la tangente

Propriété. Pour une droite d’équation y = px + 1o, on dit que p est sa pente.
On dispose également des droites “verticales”, d’équation x = g, ou z¢ € R, qui sont de pente infinie.
Deux droites affines du plan sont paralleles si et seulement si elles ont la méme pente.

Propriété. Soit f : R — R une fonction. Pour tout z¢, z1 € Dy, avec xg # x1, la corde du graphe
de f entre les abscisses zg et x1 est par définition I'unique droite du plan passant par les points du
graphe de f d’abscisses xg et 7.

J(@1) = f(xo)

X — .
1 — Xo (-73 330)

x1) — f(z
En particulier, la pente de cette droite est égale a M.
1 — Xo

Elle a pour équation : y — f(xg) =

Définition. Soit f : R — R une fonction définie sur un intervalle I et soit xg € I.
f(@1) — flzo)
r1 — o

x1 tend vers xg. Dans ce cas, cette limite est notée f'(xg) et est appelée la dérivée de f en xy.
Informellement, lorsque f est dérivable en g, la corde du graphe de f entre les abscisses zq et x1 tend
vers la tangente en xq, d’équation : y — f(xg) = f'(x0).(x — zg).

Cela dit que la meilleure approximation de f, au voisinage de xg, parmi I’ensemble des applications
affines, est x — f(xo) + f'(z0).(z — xo).

11 faut retenir que f'(zq), lorsqu’elle est définie, est la pente de la tangente au graphe de f en le point
d’abscisse xg.

On dit que f est dérivable en xg si et seulement si la quantité possede une limite lorsque

Définition. On dit que f est dérivable sur I'intervalle I si et seulement si elle est dérivable en chacun
des réels de I. On dispose alors de I'application f’, définie au moins sur I.

On dit alors que f est de classe D?.

Lorsque f’ est continue sur I, on dit que f est de classe C'* sur 1.

Définition. Si f’ est définie sur un intervalle I, on dit que f est deux fois dérivable sur I lorsque f’
est dérivable en tout point de I. La dérivée de la dérivée de f est notée f”. On I'appelle la dérivée
seconde de f.
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Soit n € N. Par récurrence, la dérivée n-ieme de f lorsqu’elle est définie est la dérivée de la dérivée
(n — 1)-iéme. On la note (™. On dit alors que f est de classe D™ sur I.

On dit que f est de classe C™ sur I lorsque f est n fois dérivable sur I et que f(™ est continue.

On dit que f est de classe C* sur I lorsque, pour tout n € N, f est C™ sur 1.

Remarque. On convient que f(©) = f, pour toute application f de R dans R.

3.2 Regles de dérivation
A savoir utiliser dans des calculs sans hésiter.
— Pour tout o, B € R, (af + B9) = af' + Bg.
— (fg) =f'9+1dg"
1\’ I
G =e
o ([)’ _f'9—4'f
= 5 .

g
— (fog) =g x(f'og).
— Pour tout a € R*, (f*) = af’ x fo~L

3 ., .. . —1\/
— Lorsque f est bijective, (f7') = ——— e
Les fonctions qui interviennent dans ces formules sont toutes supposées dérivables sur un intervalle.
On se limite éventuellement a un sous-intervalle pour s’assurer que les quantités qui interviennent

dans les formules sont bien définies.
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