DS 1 : un corrigé

Ce probleme est librement inspiré du Probleme 1 de I’épreuve de CAPES interne 2010.
Plusieurs questions ont été ajoutées, supprimées ou remaniées.

Partie I : Préliminaires

1°) Soit a,b € I avec a < b; comme [ est un intervalle, [a,b] C I.
g est de classe C'! sur I, donc ¢’ est continue sur [a,b] et g est une primitive de g’ sur
b

la,b] : d’apres le théoréme fondamental de 1'analyse, g(b) — g(a) = / g'(t) dt.

a
Or, pour tout ¢ € [a,b], m < ¢'(t) < M, et les bornes sont dans I’ordre croissant, donc,
par croissance de 'intégrale,
b
a

/bm dt < / g(t) dt < /bM dt, c’est-a-dire |m(b—a) < g(b) — g(a) < M(b—a)].

2°) ¢ @ et 1 sont dérivables sur I comme sommes de fonctions dérivables sur [ et,
pour tout z € I, ¢'(z) = ¢'(x) —m >0 et '(z) = ¢'(x) — M <0,

donc ’(p est croissante sur I et 1 est décroissante sur [ ‘ :

Pour la suite de cette question, soit b € I tel que a < b.

o est croissante sur I et a < b, donc ¢(a) < ¢(b), or p(a) =0,

donc 0 < g(b) — g(a) — m(b — a), c’est-a~-dire m(b — a) < g(b) — g(a).

o 1) est décroissante sur I, donc (b) < ¢(a) = 0, c’est-a-dire g(b) — g(a) < M(b—a).
Ainsi, ’m(b —a) <g(b) —gla) < M(b— a)‘ : le résultat de la question 1 vaut sans
hypothese de continuité sur ¢'.

3°) h est continue sur l'intervalle I, donc h admet au moins une primitive H sur I.
0 est de classe C' de J dans I et H est dérivable sur I, donc H o 6 est dérivable sur
Jet (Hof) =6 x (H 0of) =60 x (hof). Hof est donc une primitive sur J de
I'application continue t —— h(6(t))6'(t). Par conséquent, pour tous «, 3 € J,

B 6(8)
[ H0@ 0 de= 10 0)5) — (1 00)) = HEE) ~ HE@) = [ hia) dr
o 0(x
la derniere égalité venant de ce que H est une primitive de h sur I et que 6(«),0(5) € I.
4°) o Notons J = {—t / t € I} : J est bien un intervalle non vide et non réduit a
un point. Notons ¢ I'application de J dans I telle que, pour tout ¢t € J, 0(t) = —t.



0 étant de classe C', on peut appliquer la question précédente. Or § = —1, donc

/_bh(—t) x (=1) dt:/abh(:c) dz, c’est-a-dire /abh(x) d:v:/_ah(_t) dt| .

a b
¢ De méme, on note maintenant J = {t € R / t + ¢ € I} : J est bien un intervalle
non vide et non réduit a un point. Notons # I'application de J dans I telle que, pour
tout t € J, 0(t) =t +c. 0 étant de classe C', on peut appliquer la question précédente.

b b—c
Or ¢ =1, donc / h(x) dx :/ h(t +c) dt|.

—C

Partie II : Etude d’une fonction gaussienne

5°) o f est définie sur R, qui est symétrique par rapport a 0, et pour tout x € R,

—z)2 22
f(—x) = i e f(z), donc :
2

x
o f est dérivable sur R comme composée de la fonction polynomiale x — Y et de

N

x

I'exponentielle, toutes deux dérivables, et, pour tout = € R, f'(x) = —ze™ =

22
Pour tout © > 0, f'(z) <Ocare” = >0et {x € Ry / f'(x) =0} = {0} est fini, donc

d’apres le cours, ’ f est strictement décroissante sur [0, +oo[‘ .
2

x
6 —— — —ooeteX — 0, donc par composition, f(x) — 0; par parité, on
2 r——+00 X——00 r——+00
a aussi f(x) — 0.
T—r—00
Par parité toujours, f est strictement croissante sur | — 00,0], et f(0) = 1. D’ou le

tableau de variation :
T ‘ —00 0 +o00

flo 1N 0

6°) Les dérivées successives de f

6.a) o Erxistence. Pour n € N, notons R(n) 'assertion : “f est n fois dérivable sur R
et il existe une fonction polynomiale P, telle que f™ = P, 7.

R(0) est vraie avec Py = 1 (fonction polynomiale constante).

Soit n € N tel que R(n) soit vraie. Alors f™ = P,f est un produit de fonctions
dérivables sur R, donc f(™ est dérivable sur R : f est n + 1 fois dérivable, et, pour
tout # € R, fO+)(z) = P'(z)f(z) + P.(2)f'(z) = P.(z)f(z) — 2P, (x)f(x), donc
f+) = P, ., f, en posant ’PHH =P — XPH‘ . Ceci prouve R(n + 1).

D’apres le principe de récurrence, R(n) est vraie pour tout n € N : f est n fois dérivable
pour tout n, donc ’f est de classe C* sur R‘ :

o Unicité. Si (Q),) est une autre suite convenable, alors pour tous n € N et x € R,
P.(z)f(x) = Qn(x)f(z), or f(z) # 0, donc P,(z) = Qn(x) : les fonctions polynomiales

P, et (), coincident sur R, donc sont égales. Ceci prouve 'unicité.

6.b) ¢ Montrons par récurrence que, pour tout n € N, P, est de degré n et de coefficient
dominant (—1)".



C’est vrai pour n =0 : Py = 1 est de degré 0 et de coefficient dominant 1 = (—1)°.
Soit n € N tel que P, = (—1)"X" + R avec degR < n. Alors P est de degré au
plus n — 1, tandis que —X P, = (—=1)""' X" — X R est de degré n + 1, de coefficient
dominant (—1)"*. La somme P,,; = P’ — X P, est donc de degré n+1 et de coefficient
dominant (—1)"*!. Ainsi, ’dean = n et le coefficient dominant de P, est (—1)”‘ :

o La relation P,y = P, — X P, donne successivement :

P =-X], [B=X? P =-X3 P =X'—6X2+3].
6.c) Soit z € R. D’apres les questions 6.a et 6.b, f(x) = Py(z) f(z) = (z* — 1) f(x).
Or f(z) > 0, donc f”(z) est du signe de z* — 1 : f”(z) < 0 sur [0,1] et f”(z) > 0 sur
[1,400[. De plus, {z € R, / f"(x) =0} = {1} est fini, donc d’apres le cours,

’ f' est strictement décroissante sur [0, 1] et strictement croissante sur |[1, +oo[‘ :

7°) Quelques encadrements

7.a) Soit x € [0, 1]. —% < 0 et 'exponentielle est croissante, donc 0 < f(z) < e = 1.

o Ona0<a?2<1,donc0<1-—2%<1. Par produit de ces encadrements de réels
positifs, 0 < (1 — 2?)f(z) <1, or f"(x) = —(1 — 2?) f(x), donc ’—1 < f'(z) < 0‘ :

o Dapres 6.b, f®(x) = q(x)f(x) on q(z) = 2* — 62 + 3.

q est dérivable sur [0, 1] et ¢/(x) = 42® — 122 = 4z(2® — 3) < 0 pour z € [0, 1], donc ¢
est décroissante sur [0,1] : —2 = ¢(1) < g(z) < ¢(0) = 3.

o Sig(x) >0:comme0< f(z)<1l,onal<gqx)f(r) <qglx) <3.

o Sig(z) <0:comme0< f(x) <1,ona—2<q(x) <qglx)f(x) <O0.

Dans les deux cas, |—2 < f@(z) < 3].
7.b) ¢ On suppose que 0 < a < b < 1. On a vu que f’ est décroissante sur [0, 1], donc
pour tout = € [a,b], f'(b) < f'(z) < f'(a). D’apres la question 2, on en déduit que
F'(0)(b—a) < f(b) — f(a) < f'(a)(b—a).

o De méme, f’ étant croissante sur [1, +o00[, lorsque 1 < a < b, pour tout = € [a, b,
f'(a) < f'(x) < f'(b), donc la question 2 montre que

()b = a) < F(b) - f(@) < )b —a).

8°) Etude des tangentes a la courbe T

8.a) T, a pour équation y = f(a) + f'(a)(x — a), donc, pour tout = € R,
ug(z) = f(a) + f'(a)(z — a), or f'(a) = —af(a), donc |y, (z) = e‘§(1 —a(r —a))|-

8.b) Soit a,x € R. f étant de classe C*°, les applications ¢t — x — ¢ et f’ sont de
classe C! sur R. On peut donc mtegrer par parties :

[@-orwa=[a-orw] + [ 10 d=-@-ar@ - ),
c’est-a~dire |f(x) — uq(x) :/ (x =) f"(t) dt].

8.c) ¢ Supposons a € [0, 1] et soit = € [0,1]. D’apres la question 7.a, f” < 0 sur [0, 1].
Sixz > a:pourtout t € [a,z], x —t > 0 et f’(t) <0, donc (x —t)f"(t) <0 et, par

croissance de U'intégrale (bornes dans l'ordre croissant), [ (x —¢t)f"(¢) dt <O0.



Six < a:pourtout t € [x,a], x —t < 0et f'(t) <0, donc (x —t)f"(t) > 0 et

T

/a(x —t)f"(t) dt > 0, d’on / (x —t)f"(t) dt <O0.

a

Dans les deux cas, d’apres 8.b, |f(x) < uq(x)].

Ainsi, lorsque a € [0, 1], en limitant le domaine des abscisses a [0, 1], T' est située en

dessous de T,,.

C’est en fait un résultat connu de Terminale : f” est négative sur [0, 1], donc f est

concave sur cet intervalle, ce qui signifie que la courbe est au-dessous de chacune de

ses tangentes.

o Supposons a € [1,+oo[ et soit x € [1,400[. D’apres 6.c, f” > 0 sur [1,+o0[, et le
X

méme raisonnement, avec les inégalités inversées, donne (x —t)f"(t) dt > 0, donc
a

f(x) > ug(x)| : sur [1,+oo[, I' est située au-dessus de Ty, ce qui signifie que f est
convexe sur cet intervalle.

o Etudions plus précisément le cas ou a = 1 : les deux points précédents montrent que
I" est au-dessous de T} lorsqu’on limite le domaine des abscisses a [0, 1] et au-dessus sur
[1,400][. Ainsi, au voisinage de 1, la tangente T} traverse la courbe I'. C’est attendu
car on a vu qu’il y a changement de convexité en 1, donc le point (1, f(1)) est un point
d’inflexion de I'.

9°)

On a tracé les tangentes Ty et T3 en traits pleins, d’équation respective : Ty 1y = 1 et
1 . 11 2 .

Ty :y = e 2(2 — x). Deux autres tangentes sont tracées en pointillé pour illustrer les

résultats de la question 8.

Partie 111 : Méthode des rectangles

10°) Soit n un entier naturel non nul. Soit £ € N avec 1 < k < n.

k—1 k k—1 k
o Ona0< < — <1, donc [ ,—| € [0,1]. Or, d’apres la question 5, f est
n n n
k-1 k k k—1
décroissante sur [0, 1], donc, lorsque t € [—, —}, f(—) < f(t) < f( )
n 'n n n



Les bornes étant dans I'ordre crmssant la croissance de 'intégrale donne

E
/“f dt</ f(t dt</ f(k—)dt,

k-1 — n

n " A 1k " 1, k-1
or, pourtout)\ER,/ A dt = —, donc —f(—) g/ f(t) dtg—f( ) .

k-1 n’ n’ \n k=1 n
1k _ -1k :
¢ La quantité — f (—) est l'aire du rectangle de base [ , —] sur l’axe des abscisses
n’ \n n 'n

k
et de hauteur f<—> Comme f est décroissante sur cet intervalle, ce rectangle est

inclus dans la portion de plan comprise entre I' et 'axe des abscisses en restreignant

k—1 k
,—} : c’est l'interprétation graphique de I’megahte —f| - / f(t) dt
n n

T a [
(I'intégrale d'une fonction positive est I'aire du domaine situé sous sa courbe
De méme, la seconde inégalité correspond au fait que cette portion de plan est incluse

dans le rectangle de méme base et de hauteur f <;> Sur la figure ci-dessous, la
n

région grisée est le domaine situé sous I', encadré par les deux rectangles.

T
—
RAES
S

11°)
o Soit n € N*. D’apres la relation de Chasles, on montre par récurrence que, pour

D k P
tout p € {1,...,n}, Zﬁ ) f(t) dt = / f(t) dt. En particulier, lorsque p = n, on
k=1 "0 0

n E 1
obtient que E / f(t) dt = / f(t) dt = A. Ainsi, en sommant ’encadrement de la
k-1
k=17 "% :

question précgdente 1orsque ke {1,...,n}, on obtient

:_Zf<><A< Zf( )

Or, par le changement d’ 1nd10e j=k-1,

L) =) = e a) ¢ 1) e o )




1 1 1

=1 N=¢3=—. Ainsi, |upn <A< =+4u, — :

car f(0) et f(1)=e"2 7 insi, < _n—l— e
o La premiere megahté de cet encadrement donne u,, < A et la seconde donne

1 1 1
D . [ E— —— ) < <
A + \/_ Ainsi, A — n<1 \/E> <u, <A.

1
Or —(1 — —) — 0, donc, d’apres le principe des gendarmes, la suite (uy)nen-

n \/E n—-4o00

u, — A
converge et |®n o7 LA

1 1
12°) D’apres la question 11, pour tout n € N*, 0 < A — u,, < —<1 — —>
n Ve

25 5 1 3 1 2
Oregg,donc\/Egg,puisﬁzgetenﬁnl—% =
2 200
Ainsi, 0 < A —u, <1072 < = <102<:n>?—40 Ainsi, avec n = 40, on
n

peut affirmer que ’u40 est une valeur approchée par défaut de A & 102 pr‘es‘ .

Partie IV : Méthodes des trapezes et du point milieu

h—
Pour les questions 13 & 15, on remarquera que [a,b] C [0,1] et queb—c =c—a = 5 ¢
13°) o La corde de I' joignant les points d’abscisses a et b a pour équation
y— f(a) = p(x — a) ou la pente p est égale au taux d’accroissement : p = M,
—a
donc, pour tout x € R, |7(x) = f(a) + M(m —a)|. On en déduit
—a
b b 2

_ f(b) — f(a) _ f(0) = fla) [(t —a)*1®

[ = [ 1@+ B - 0)) de= - a0+ L[]
b—a fa) + f(b)
(b—a)f(a) + (f(b) = f(a))—— = (b—a)
b
Ainsi, on a montré que / 7(t) dt = (b— a)f(a) ;_ 1)
b

Géométriquement, cela signifie que (b — G)M est I'aire de la surface située

sous la corde de I' joignant les points d’abscisses a et b, lorsque 1’abscisse x varie entre
a et b. Il s’agit d'un trapeze, grisé sur la figure ci-dessous.



gz ; :
b b
o D’apres la question 8.a, / uc(t) dt = / (f(c)+ f'(e)(t — ¢)) dt, donc

b —¢)?qb
/ u(t) dt = (b—a)f(c)+ f'(c) [%L = (b—a)f(c), car (b—c)* = (a —c)?, donc

b
le crochet est nul : on a bien montré que / uc(t) dt = (b—a)f(c)|-

P . a+b : N
Géométriquement, cela signifie que (b — a) f(T) est 'aire du trapeze situé sous
la tangente a I' au point d’abscisse ¢, lorsque I’abscisse x varie entre a et b. Clest
aussi I'aire du rectangle de base [a, b] sur 'axe des = et de hauteur f(c) : sur la figure
ci-dessous, les deux petits triangles situés de part et d’autre du point de contact se
compensent exactement.

Y

Le trapeze grisé est délimité par la tangente ; le rectangle en pointillé, de hauteur f(c),
a la méme aire.
o Soit n € N*.

kE—1 k
Lorsque k € {1,...,n}, en appliquant la premiere égalité avec a = et b= —, on
n n
1 k—1 k
obtient que o ( f < ) + f (—)) est égal a ’aire du trapeze situé sous la corde de
n n n
-1 k
I" entre les abscisses et —. Or
n n



—_

AL N0 BN

des aires des n trapezes construits sur les cordes de I' d’extrémités d’abscisses

f(%) —l—; f<§)> = v, donc v, est la somme
k—1

e
Il

0

n
k

et — (figure ci-dessous, pour n = 4). Comme f est concave sur [0,1], ces trapezes
n

sont situés sous I' (représentée en rouge sur la figure), ce qui rend l'inégalité v, < A
géométriquement évidente.

Y

¢ De méme, la seconde égalité montre que w, est la somme, pour k variant entre

1 et n, des aires des trapezes construits sur les tangentes a I' aux points d’abscisses
2k —1 , , .
et —. C’est aussi la somme des aires

n n
k 2k — 1
,—} sur I'axe des = et de hauteur f( ) (figure ci-
n

n
dessous, pour n = 4). Comme f est concave sur [0, 1], I', représentée en rouge sur la
figure, est située sous ces tangentes, ce qui rend 'inégalité A < w, géométriquement
évidente.

, c’est-a-dire au milieu des abscisses
kE—1

des rectangles de base [

Chaque rectangle grisé a la méme aire que le trapeze délimité par la tangente en le
point milieu.

14°) o En effectuant deux intégrations par parties successives, on obtient :



b

/ab(t—a)(t—b)f”(t) it =[t-au-nr0] - [Cr—a-nr a
- /ab(%—a—b)f()
:[(a+b—2t t +2/f
—(b—a)(f(a) + F(b)) +2/f

On a bien montré que / f(t) dt = (b—a) ( ) 2/ (t—a)(t—0b)f"(t) dt.

¢ En effectuant a nouveau deux intégrations par partles successives,
(&

/ac(t —aRfdt = (- a)2f/(t)} - 2/ (t — a)f( ) dt
:(C—a)Qf’<C)— t_a / F(t) dt
— (c—a)f'(c) - 2(c—a)f( )+2/ .

a

et zi’autre part, de la méme facon,

/ (t—D)2f"(t) dt = [(t—b)Qf’(tﬂ —2 / (t=b)f U
— —te—vre) —2([t— v / (t) dr)
:—(c—b)f()+2(c—b)f()+2/ 7(t) dt

Comme (c - a) = (c — b)?, les termes en f'(c) se compensent lors de I'addition. De
plus —2(c — a) ) +2(c—b)f(c) = =2(b —a)f(c) et, d’apres la relation de Chasles,

/ f+ / / f. En sommant les deux égalités, on obtient donc

/(t—a) F ()dt+/( B2 dt—2/ F(#) dt — 2(b— a) f(c), c'est-andire

/f ) dt = (b— a) f(c) + (/(t—a)f(t)dt+/cb(t—b)2f”(t)dt).

15°) Comme [a,b] C [0,1], la question 7.a donne —1 < f”(t) <0,

c’est-a-dire 0 < —f”(t) < 1, pour tout ¢ € [a, b].

o Pourt € [a,b], (t—a)(t—0)f"(t)=(t—a)(b—1t) x (— f"(t)), avec (t —a)(b—t) >0,
donc 0 < (t—a)(t—=0)f"(t) < (t —a)(b—1).

Par croissance de U'intégrale, puis par le changement de variable ¢t = s+ a (question 4),




(b—a)3 (b—a)

= (-0 3
(b—a)’
Ainsi, d’apres la premiere égalité de 16a question 14,
_ )3
) / 0 de— (oI 0=

o Pourtela,c, (t—a)*>0et —1< f"(t) <0, donc —(t —a)* < (t—a)’f"(t) <0,
d’otu, par croissance de l'intégrale,
_ 3 c c
_% - _/ (t—a)? dt < / (t —a)*f"(t) dt < 0.
(b—c)’

b b
De méme, — 2 :-/(t—b)2 dtg/(t—b)Qf”(t) dt <0.

Or (c—a)* = (b—c)?® =
[_(b—a)3

12
Ainsi, d’apres la seconde égalité de la question 14,

0< (b—a)f /f dt< )

, donc la somme des deux intégrales appartient a

(b—a)?”O]

,0], et sa moitié a [—

16°) Soit n € N*. Pour k € {1,...,n}, appliquons la question précédente avec

k—1 k -1 2k —1
a = et b = — (licite car 0 < —— < — < 1), dont le milieu est ¢ = et
n n n . i 2n
1 " 1 i) 4 L 1
pour lesquels b —a = —. On obtient : 0 < f(t) dt — — D) +1G) < et
n E=1 n 2 12n3
—1 " 1 )
< _ e
0 nf< o ) . f@t)dt < YR , inégalités pour k allant
de 1 a n et en utilisant les relations établies en question 13, on en déduit que
1 1 1 1
0<A—w, <nx — et |0<w,—A<nx — ,
=T =T o0 T 1o =W T A= o a2
En particulier v, < A < w,. De plus 197 njooo et YD n_>+000 donc, d’apres le

principe des gendarmes,
lles suites (vn)nens €t (W )nen+ convergent vers A| .

17°) D’apres la question précédente, v < A < ws, donc, avec les encadrements admis,
0,84998 < v3 < A < w3 < 0,85846. On en déduit que 0,84 < A < 0,86, donc
|A —0,85] < 1072, ce qui prouve que

¢ pres| .

10



Ainsi, on obtient une valeur approchée de A & 1072 pres par cette méthode en utilisant
seulement n = 3, la ou la méthode des rectangles réclamait n = 40.

18°) ¢ Soit n € N*. En isolant le terme d’indice n dans un,

un:%iif(%)+%f(1),tandisquevn:—2f< ) ()—l- f()

1 1 1 f(O) - /()
d gy = — 1) = —f) = )
one v~y = 5 1(0) + 5 (1) — g1y = T2 o
o Par conséquent, n(A — u,) = n(A —v,) +n(v, —u,) =n(A—v,) + w
1
Or, d’apres la question 16, 0 < n(A—v,) < — — 0, donc n(A—wv,) —> 0d’apres
12n n—+oo n—-+00

le principe des gendarmes.
Ainsi, la suite (n(A — uy)), o converge et

n(A—u,) — MZ}O_%)'

n—-+0o0 2 2
Ceci prouve que 'erreur de la méthode des rectangles évolue comme — alors que d’apres

n
la question 16, les erreurs des méthodes des trapezes ou du point milieu sont inférieures

a — ou C est une constante.
n

b
b—
19°) < Soit n € N. Notons C,, la condition/ t" dt = a(a”+4cn—|—b”).Alors
b b byn
C <:>[ ] — a(a"+b"+4(a+ ))
ni—ll a 1 6 2
b —a” a—+by\n
P (e (1))
<6 r— (n+1)(a" 40"+ 5

Ainsi, d’aprés la formule de Bernoulli,
+b\n
C,<=6)Y adbv "= 1(” b 4<a )>
Z (n+1)(a" 40"+ 5

o Lorsque n =0,Cy<=6=1+1+4, donc Cj est vraie.

o Lorsquen =1, C; <= 6(a+b) = 2(a +b+42(a+ b)), donc C est vraie.

¢ Lorsque n = 2,

Cy <= 6(a*+ab+b?) =
< 6(a®+ ab+ b*) =

donc Cy est vrale.

¢ Lorsque n = 3, d’apres la formule du binéme de Newton,

Cy <= 6(a®+ a2b + ab? + b*) = 4(a® + b* + L (a® + 3a%b { 3ab? + b))
< 6(a® + a®b + ab® + b) = 2(3a® + 3b® + 3ab* + 3a?D),

donc Cj5 est également vraie.

(a* 4+ b* + (a + b)?)

3
3(2a2 + 2b2 + 2ab),

b

o Ainsi, pour tout n € {0, 1,2, 3}, / " dt = — a(a" + 4" +0").

Soit maintenant P un polynome a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3. Il

11



3 b 3 b
existe po, p1,p2,p3 € R tel que P(X) = anX”. Alors / P(t) dt = an/ t" dt,
n=0 a

n=0 a

b 3
b—
donc d’apres les points précédents, / P(t) dt = an 5 a(an +4c" + "), ce qui
a n=0

_b—a

6

prouve que / P(t) dt (P(a) +4P(c) + P(b)).

1 n k
20°) Pour tout n € N*; A = / f(t) dt = Z/ f(t) at.
0 =1

k
En partie III, la méthode des rectangles revient a approcher chaque terme / f(t) dt
b

k
n k 1 ,./k
par / f(—) dt = —f<—>, c’est-a-dire a approcher f sur l'intervalle [%, %] par un
=10 \m n° \n

n

polynome de degré < 0, qui coincide avec f en % On approche ainsi A par u,. On a
vu en question 18 que u,, converge vers A aussi vite, mais pas plus, que la suite % tend
vers 0.

En partie 1V, d’kapr‘es la question 13, la méthode des trapezes revient a approcher

chaque terme / ! f(t) dt en approchant f sur I'intervalle [A=1, %] par le polynome de
k—1

n

1

degré < 1 qui coincide avec f en 2t et en £. On approche ainsi A par v,. On a vu
n n

1
en question 16 que la suite v, tend vers A au moins aussi vite que la suite — tend

2
n
vers 0. Ainsi, le fait d’approcher f sur Uintervalle [%, %] par un polynome de degré
< 1 fournit, pour un méme entier n, une meilleure approximation de A que le fait
d’approcher f sur I'intervalle [%, %] par un polynome de degré < 0.
On est donc en droit de penser que I'approximation sera bien meilleure si I’on approche
f sur l'intervalle [% k1 par un polynéme de degré < 3, noté Py, qui coincide avec

‘n

fen k—;l, % et en leur milieu %(% + %) Informellement, un tel polynome P existe
car il dépend de 4 réels (ses coefficients de degrés 0,1,2 et 3) et qu’il doit vérifier 3
conditions. Il n’est sans doute pas unique, mais cela est sans importance ici : d’apres la

k
n k—1 2k—1
question précédente, / Pi(t) dt ne dépend que des valeurs de Py en 5
k—1 n n

n

et —, c’est-a-dire des valeurs de f en ces trois points. Ainsi cette méthode revient a
n

approcher /kfl f(t) dt par /fl Pi(t) dt = 61 (Pk<k — 1) +4Pk<2k2; 1) +Pk<k>>7

k=1 n n n

1/, k—1\ 2k —1 k

¢’est-a-dire par 6n (f( ) +4f< 5 > +f (—) ) . Ainsi, on est en droit d’attendre
n n n n

une meilleure convergence vers A de la part de la suite définie par : pour tout n € N*,
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n

S0

1

) + f<§)> On calcule

) (s

1 2k — 2wy, + vy
Sn == (f(0)+ f +—Zf( )+ 3n2f( )doncSn:—?) .
Remarque culturelle : Cette derniere méthode est celle de Simpson. On peut montrer
1
que S, converge vers A au moins aussi vite que —; converge vers 0.
n
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