Feuille d’exercices 2.
Corrigé de quelques exercices.

Exercice 2.10 :

d(cost
/cos4tsin3 tdt = / —% cos (1 — cos® t)dt = /(:c2 — 1)adz,

en posant x = cost, ce qui est possible car cos est une application C!. Ainsi

/cos4tsin3tdt = %7 = %5 + k= CO;7t — CO;% +k, teR.
Exercice 2.11 :
costtsin*t = —%(64” + e M 4 4e? 4 4o 4 6) (2" — 2 + 72
= —%(cos(Gt) + 2 cos(4t) — cos(2t) — 2),
done L ¢ sin(2) sin(4f)  sin(6¢)
/cos tsin tdt:1—6~l— 6l 64 192 + k.

Exercice 2.19 :
o [ est définie et continue sur R*. Si 'on pose u(z) = z + 1, f(z) = 2u/(z)\/u(z),

donc /f(x)da: = %(u(a[:))g +k= %(ﬁ%— 1)% +k,x e RY.

o g est définie et continue sur R. Si Pon pose u(z) = 2 + sinz, g(z) = o' (z)[u(z)] "2,
donc /g(x)dx = 2[u(x)]% = 2V/2+sinz + k.

o h est définie et continue sur R%. Si l'on pose u(z) = Inz, alors h(z) = u'(z)u(x),
donc /h(x)dm = %ug(x) +k= %ln?’(a:) + k.

o i est définie et continue sur |1, +00[\{e}. On recherche donc les primitives de i sur

1
|1, e[ ou bien sur Je, +o00]. Sil’on pose u(z) = In(lnz), v'(z) = P donc i(z) =

puis /z(x)dx =In|u(z)| +k =In|ln(lnz)| + k.
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o j est définie et continue sur RY. Si I'on pose u(z) = /& + 1, v/(x) = —~=, donc

1;1/((;) puis /j(x)dx =2In(1++vx) +k

ok est définie et continue sur R. Si l'on pose u(z) = chz, alors k(z) =

/k:(x)da: = In(chzx) + ¢

ja) =2

?+1-1 x
o ( est définie et continue sur R. {(7) =1—F—— =20 — —,
) x4+ 1 14+x

donc [ {(x)dx = % - %ln(l +2?) + k.
o m est définie et continue sur [1, +oo[. m(x) = /2 — Vx — 1,

donc /m r)dr = ;(ﬁ —(z — 1)%) + k.

o n est définie et continue sur tout sous-intervalle I de R\ (§ + 7Z).
n(z) = (1+ tan®x) — 1, donc /n(x)dx =tanx — x + k.

o p est définie et continue sur tout sous-intervalle I de R\ (5 + 7Z).

p(r) =1+ tan® x + 2tan x, donc /p(x)dx =tanx — 2In|cosx| + k.

Exercice 2.21 :

[Si la recherche de la limite de (nl,),cn est pertinente, c’est sans doute que la limite de I, est nulle.]

1
tan(1

o oglng/ x”tan(l)dm:&() — 0, donc |In o 0].

0 n—+1 notoo n—Toe

:L.n+1
¢ [L’intégration par parties permet de remplacer U'intégrale en ™ par une intégrale en 1
n

qui est

négligeable devant la premiere.]

et 1 ntl
Intégrons par parties : I, = | 1 tan(z)]g — / n 1(1 + tan®(x))dx,
n o n

1
donc (n +1)[, = tan(1) — / 2" (1 4 tan®(z))da.
0

1+ tan?(1)

1 1
Mais 0 < / 2" (1 + tan®(z))dr < / 2" (1 + tan®(1))dz = — 0,
0 n+1 n—+o00

0
donc d’apres le principe des gendarmes, (n+1)I,, — tan(1), or nl, = (n+1)I,, — I,

n—+o00
et I, njoo 0, donc |"n njoo tan(1)|

Exercice 2.23 :

la fonction x — / '—dt étant paire, on peut imposer x > 0 pour calculer la limite.

int
Soit x > 0. la fonction f : t +— il étant continue sur le compact [z, 3z], il existe
Ce,dy € [x,32] tels que, pour tout t € [z,3z], f(c,) < f(t) < f(dy).
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1
La fonction g : t — n étant positive sur [z, 3x], on a

fle) [ 9@t < [ F(Dg(tdt < f(de) [, g(t)at
Ici, f;xg(t)dt = In3 et par composition des limites, f(c,) — 1 et f(d,) — 1, donc
T—>

z—0
3 gin ¢
d’apres le principe des gendarmes, / ——dt — In3.
" t z—0

Exercice 2.24 :

i 2u i 1 i 1
1°) Avec u = %, I = - 2du = 2 Yp————-du = 2 u—Qdu.
x sin(2u) = sinucosu = tanucos®u

Ainsi, [ = 2 L t
insi, I = /gu%(anu)

du, donc si 'on pose maintenant ¢ = tanw (tan est
tanu

V3 dt
bien de classe C1), I = 2/ arctantT.

1

V3
¢ Int s —lnz do s Inz
o 1 _ _ _ _
2) Enposantx—;,K—/l mdt—/a m(—ﬁ)—/a 1+x2d$——K,
donc K = 0.

. . : V3 V3 Int .
3°) Par intégration par parties, I = [Qarctant In t} =2 / mdt, donc d’apres
L 1
V3

la question précédente, I = 2% In V3 + 2% In V3 = 5 In3.

Exercice 2.25 :

1°) Soit a,b € R;. Si a = 0 ou b = 0, I'inégalité & montrer est évidente. Suppo-
sons maintenant que a,b € R*. Posons z = a” et y = b?. Alors, d’apres 'inégalité

arithmético-géométrique, x%y% < }%l’ + éy (se déduit de la concavité du logarithme),
a?  af

donc ab < — + —.
p q

2°) Soit p,q €]1, +o0[?.

Supposons que % + % > 1. Pour tout a € R, en prenant b = ag, on obtient que

W T L) gl p L 1) 5 0,
= = —a”r"a 7V or p(= + = — > (0, donc
aP + ba 2aP 2 .p P q
I’ensemble de 1’énoncé n’est pas majoré.

De méme, lorsque % + % <1, p(% + é — 1) < 0, donc toujours avec b = ag,
ab , P : .
— 400 et 'ensemble de I’énoncé n’est toujours pas majoré.
aP + b a—0
Supposons maintenant que %+% = 1. Soit a,b € R . Alors d’apres la premiere question,
ab < ab
ab + b1 — @ v
p

q
donc il est borné.

— +o00 et
aP + b4 a—+oo

< 1, donc I'ensemble de I’énoncé est majoré par 1 et minoré par 0,
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En conclusion, I’ensemble est borné si et seulement si 1—1) + % =1.

Exercice 2.28 :
t

f étant continue, on peut poser F(t) = / f(u)du. F est alors de classe C! sur Ry et
0
I'inégalité de I’énoncé s’écrit : F'(x) < kF(x), pour tout = > 0.
F et F’ étant continue en 0, F'(x) — F'(0) et F(x) — F(0), or les inégalités (au
T— T—
sens large) sont stables par passage a la limite, donc F'(0) < kF(0), si bien que, pour
tout z € Ry, F'(x) < kF(x).
Pour tout ¢ € R, posons g(t) = F(t)e *. g est aussi de classe C! et
g (t) = e ¥ (F'(t) — kF(t)), donc pour tout t > 0, ¢'(t) < 0.
Ainsi, g est décroissante, or g(0) = 0, donc, pour tout ¢t € Ry, g(t) < 0.
Mais par hypothese, f est a valeurs dans R, , donc pour tout z € R,
T
F(z) = / f(u)du > 0, puis g(x) > 0. Ainsi g est identiquement nulle, donc F est
0
identiquement nulle, puis f = F’' = 0.

Exercice 2 30 :

ZZ +] / Z+]t74+] ldt / Z ltl]‘ - (_t)ndt
, + 1+¢ ’
Jj=1 =1 j= 1
d ShY Dl t 1 d
onc = — (—=t)")“dt.
ZZI it+J /0 (1+t)( (=)
1 tn 1 1
Posons u,, :/ ————dt :on a |u,| < / t" = — 0.
1)+ /1 tdt
ZZ - + 2(=1)" MUy g + Ui
1+1t)2
Alors =1 j=1 H—] o 1+ )
1 1 1 1
— — dt =[In(1+t)+ —| =In2— =.
n—>+oo/<1+t (1+t)2) [In Jr)leth]O t 2

Exercice 2.31 :

[Si f est strictement positive, I'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que

(L) (7))

Soit f € F. f est continue et elle ne s’annule en aucun réel de [a, b], donc, d’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, f conserve un signe constant sur [a,b]. Ainsi, il
existe € € {—1,1} tel que, pour tout x € [a,b], f(x) = | f(x)].

= (/bg'f( ) (f 7o) =

D’apres l'inégalité de Cauchy Schwarz,

“"@2:(/ W) (/ e ) (/ o) (/ o) =
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1
et il y a égalité si et seulement si les applications ¢t — /| f(t)| et t — W sont

colinéaires, c’est-a-dire si et seulement s’il existe A € R* tel que, pour tout t € [a, b,

[FO] = A

Ceci prouve que rfnllgl Py existe, qu'il est égal & (b — a)?, et que 'ensemble des éléments
€

de F' en lesquels ce minimum est atteint est I’ensemble des applications constantes non
nulles.

2°) Soit n € N*.
Notons f,, 'application de [a,b] dans R définie par les conditions suivantes :

b— 3
pour tout t € [a,a + Ta], fa(t) =L, pour tout t € [a + Z(b —a),b], fu(t) =n, et le

b— 3
1 a’ a+ Z(b —a)] est un segment de droite joignant le point de

coordonnées (a + 5%, 1) au point de coordonnées (a + 2(b — a), n).
fn ne s’annule en aucun point de [a, b] et elle est continue, donc f,, € F.

b b b—a bt ottt gt b—a
fntdtZ/ ndt =n et/—Z/ =n ,
/a ( ) a—l—%(b—a) 4 a fn(t) a fn(t) 4

b— a2
dont Py, > (u) — 400, or {Pf/f € F} contient {Py,/n € N*}, donc il

graphe de f,, sur [a +

4 n—-+oo
n’est pas majoré.
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