Feuille d’exercices 3.
Corrigé de quelques exercices.

Théorie des ensembles
Exercice 3.6 :

1°) Si X est solution A C AUX C B.

Si A ¢ B, alors ’équation n’admet aucune solution.
Supposons maintenant que A C B.

Alors XUA=B<+= B\ACX CB.

2°) On va se ramener a la premiere question :

XNA=B<+<= B=XUA,

Si A¢ B,ie B ¢ A, I'équation n’a pas de solution. _

SSiBCA XNA=B<+= B\ACXCB,o B\A=DBnNA=DBnA, donc
XNA=B+ BCXCBUA.

3°) X \_A = X N A, donc on est ramené & la question précédente.
Si B¢ A (i.e AN B # () alors I’équation n’a pas de solution.
SiANB=0,X\A=B<+<= BCXCBUA.

Exercice 3.7 :

1°) {a} € {a,b} < [{a} = a ou {a} = b], mais si a = {a}, sachant que a € {a},
a € a, ce qui est faux, donc {a} € {a,b} <= {a} =b.

Lorsque b n’est pas un singleton, (F) n’a donc aucune solution.
Lorsque b est le singleton {c}, alors ¢ est I'unique solution de (E).
Ainsi, en général, {a} ¢ {a,b}, alors que a € {a, b} et {a} C {a,b}.
2°)

o aC{a} <= aecP({a}) <= ac{d{a}},

ora ={a} = a € a ce qui est faux, donc a C {a} <= a = 0.
Ainsi, en général, a ¢ {a}, alors que a € {a}.

o aC{a,b} < ae€P({a,b}) < ac{l{a},{b},{a,b}},
ora={a} = acaecta={a,b} = a € a, ce qui est faux, donc
a C{a,b} <= (a=0)V (a = {b}).

Ainsi, I'ensemble des solutions de cette équation est {0, {b}}.



Exercice 3.8 :

2°) Soit A,B,C € P(E).

o Premiere méthode : par table de vérité.

On fixe x € E. On construit un tableau de vérité, dont chacune des 8 lignes indique

les 8 possibilités de valeurs de vérité des 3 assertions x € A, x € B et x € C, puis les

valeurs de vérité des assertions x € (AAB), x € BAC, et enfin x € (AAB)AC et x €

AA(BAC). On vérifie que les deux dernieres colonnes du tableau sont identiques, ce qui

prouve que = € (AAB)AC <= z € AA(BAC), donc que AA(BAC) = (AAB)AC.

Ceci démontre bien ’associativité.

o Deuxieme méthode : par calcul sur les ensembles.

AA(BAC) = AA((BNC)U (BN C)), done_ o .

AA(BAC) =[AN((BUC)N(BUC)U[ANn((BNC)U(BNC))]
=[AN[(BNCYUBNO)U(ANBNC)U(ANBNC)]
=(ANBNCYU(ANBNCO)UANBNC)U(ANBNCO).

Cette expression ne dépend pas de l'ordre de A, B, C, elle est symétrique en A, B, C,

donc AA(BAC) = CA(AAB) = (AAB)AC, d’ou Iassociativité.

o Troisieme méthode : avec les fonctions indicatrices.

Pour tout D C E, on appelle indicatrice de D, et on note 1p, I'application de E dans

{0,1} définie par : pour tout z € D, 1p(x) =1 et pour tout x € E'\ D, 1p(z) = 0.

On sait ou on redémontre que, 1yng = 1a.lp et lyup =14+ 15 — 14.15,

donc 145 = 1Aﬂ§+ 145 = 1,4(1 - 13) + 13(1 - 1A) =14+15—2.14.15.

AlOI‘S, 1AA(BAC’) = 1A + 1BAC — 2‘1A'1BA07 puis

Laaac) = 1la+ (I +1c —21p.1¢) — 2.14.(1p + 1¢ — 215.1¢),

donc 1AA(BAC’) =1la+1g+1c— 2(1AlB +15.1¢ + 1C~1A) +4.14.15.1¢.

Dans cette expression, l'ordre de A, B, C' n’importe pas (elle est symétrique en (A, B, C)),

donc on peut conclure comme lors de la seconde méthode.

o Derniére méthode : mais c’est bien sur!

On reprend la troisieme méthode, mais on raisonne modulo 2 :

Pour tout x € E, on vérifie que 1aap(z) = 1az + 1gz — 2.14(x)1p(x), par exemple

en étudiant les 4 cas selon que x est ou non dans A ou dans B. Ainsi, modulo 2, pour

tout © € B, 1aap(x) = 1a(z) + 15(x) [2].

Soit x € E. On en déduit que 1aapacy(r) = 1a(x

x € AA(BAC) si et seulement si 14(z) + B(a:) +

condition ne dépend pas de l'ordre de A, B,C, don

la seconde méthode.

) + 1g(z) + 1¢(z) [2], donc que
lo(x) est impair. Cette derniere
on peut conclure comme lors de

3°) A étant associative, d’apres le cours (a venir ...), la quantité A;AAA---AA,
ne dépend pas de la facon dont elle est parenthésée.
Soit « € E. En utilisant la derniere méthode de la question précédente on montre

par récurrence sur k que, pour tout k € Ny, 1a,a4,a..04, (T Z 1a,(x , donc

n
€ AJAAA - AA, siet seulement si Z 14,(x) est impaire. Or chaque terme de cette
i=1
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somme vaut 0 ou 1, donc cette somme est égale au nombre de ses termes égaux a 1, ¢’est-
a-dire au nombre de ¢ € N,, tel que x € A;. On a bien montré que x € A;AAA---AA,
si et seulement si le cardinal de {i € {1,...,n}/x € A;} est impair.

Exercice 3.9 :

1°) Supposons que H est solution. Alors nécessairement, pour tout z,y € H, on a
rxy€ Heteec H.
Réciproquement, si e € H et si pour tout z,y € H, on a x xy € H, alors la loi * est
correctement définie sur H et on a clairement :

— Va,y,z € H, mx(yxz)=(x*y)*z

— etVre H, rxe=exx=ux,
donc (H, ) satisfait les conditions attendues.

2°) Pour tout ¢ € I, H; est un sous-monoide, donc e € H;. Ainsi, e € ﬂHZ

el
Soit z,y € ﬂ H;. Soit i € I. Alors x,y € H;, or H; est un sous-monoide, donc zxy € H;,
iel
pour tout ¢ € I. Ceci montre que x xy € ﬂ H;.
iel
En conclusion, on a montré que ﬂ H; est un sous-monoide.

iel
De la méme fagon, lorsque M est un ensemble non vide de sous-monoides de G, on
montre que ﬂ M est un sous-monoide de G.
MeM
3°) Notons M l'ensemble des sous-monoides de G contenant B. G € M, donc M est

non vide. On peut donc poser H = ﬂ X.

XeM
D’apres la seconde question, H est un sous-monoide et par construction, il contient B.

En effet, si x € B, pour tout X € M,z € B C X, donc x € X, ce qui prouve bien que

re (| X=H.
XeM
De plus, si Y est un sous-monoide contenant B, alors Y € M, donc H = ﬂ XcCY.

XeM
Ainsi, au sens de I'inclusion, H est bien le plus petit sous-monoide de G contenant B.

On dit que c’est le sous-monoide de G engendré par B.

4°) D’apres la convention de I’énoncé, e € M(B).

Soit x,y € M(B). Il existe n,m € N et x1,...,Tp1m € B tels que z = xy % -+ x 1, et
Y = Tpi1 * - % Tpym, donc par associativité, x xy = xy * - - - * Ty, CE qUi prouve que
rxy € M(B).

On a prouvé que M (B) est un sous-monoide de G.

Il est clair que pour tout z; € B, x; € M(B), donc B C M(B).

Soit maintenant N un sous-monoide de GG contenant B.
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Par récurrence sur n, on montre que, pour tout n € N, pour tout zq,...,z, € B,
xy*k---xxy, € N, car e € N (ce qui prouve la propriété pour n = 0) et car N est stable
par *. Ainsi, M(B) C N.

On a donc prouvé que M(B) est le plus petit sous-monoide de G contenant B.
Remarque : La question 4 fournit une seconde preuve pour la question 3.

Exercice 3.10 :

1°) On raisonne par I'absurde en supposant qu’il existe n € N* et n ensembles
T1,...,T, telsque x; €29 € --- € 2, € 7.

Posons = = {x1,...,z,}. Soit y € x. Il existe i € N, tel que y = z;. Alors, en convenant
que To = T,, on a r;_1 € x; =y, donc ;1 € y N x ce qui prouve que y Nz # (), pour
tout y € z. Or x est non vide, donc ceci contredit ’axiome de fondation, ce qui permet
de conclure.

Remarque : On peut aller un peu plus loin pour comprendre ce que signifie I’axiome
de fondation : s’il existe une suite (z,),eny d’ensembles tels que, pour tout n € N,
Tpt1 € Xy, alors en posant © = {x, / n € N}, on montre que pour tout y € =z,
yNx # (), donc 'axiome de fondation est faux.

Réciproquement, si 'on suppose faux l’axiome de fondation, il existe un ensemble x
non vide tel que, pour tout y € x, y Nz # (.

x étant non vide, il existe z¢ € z. Alors zo Nz # (), donc il existe x; € xo N .

r1 € x, donc il existe x5 € 21 N .

A Tl'aide du principe de récurrence, on en déduit Uexistence d’une suite (n)nen, tel que
pour tout n € N, z,41 € x,,.

Ainsi 'axiome de fondation équivaut a l'inexistence d’une suite (z,,),en d’ensembles qui
est "décroissante” pour la relation d’appartenance. C’est pourquoi cet axiome s’appelle
I’axiome de ”fondation”, par analogie avec le fait qu'un ordre est dit bien fondé si et
seulement si il n’admet aucune suite infinie strictement décroissante.

2°) Notons N ={A e P(M)/ (0€ A)A(s(A) C A)} : N est I'ensemble des parties

de M contenant 0 et closes par successeur. L’énoncé propose de poser N = ﬂ A.
AeN

M contient 0 et M est clos par successeur, donc N # (3, donc l'intersection précédente

est bien définie et 1'égalité N = ﬂ A définit bien I’ensemble N. Montrons qu’il vérifie

AeN
les axiomes de Peano.

— Pour tout Ae N,0€ A, donc 0 € N.
Pour tout x € N, x est un ensemble donc s(x) est défini.
— Soit n € N. s(n) =nU{n}, donc n € s(n), donc s(n) # 0. Ainsi, s(n) # 0.
— Soit F une partie de N telle que 0 € Fet s(F) C F. Alors F € N,or N = m A,

AeN
donc N C F. Or FFC N, donc F = N.

— Soit n,m € N tels que s(n) = s(m). Supposons que n # m.
n € {n} C {n}Un = s(n), doncn € s(m) =mU{m}, mais n # m, donc n € m.

LLG, MPSI 2, 2026/2027 4



De méme, on montre que m € n, donc n € m € n, or ¢’est impossible d’apres
la premiere question. On en déduit que n = m, ce qui conclut.

Exercice 3.11 :

Notons E la réunion des ensembles X, ..., X,,. Soit x € E.

Posons N(z) = {i € N,, / x € X;} et notons n(z) le cardinal de N(x), c’est-a-dire le
nombre de i € N,, tels que X; contient x.

Posons également A = ﬂ U X;et B= U ﬂ X;.

HePy icH HEP, icH

re€B «=3HeP, VicH, zcX,

<= dJH e P, HC N(x)

<~ n(z) > k.
En effet, N(x) contient une partie H de cardinal k si et seulement si son cardinal n(x)
est supérieur a k. Ainsi, le critere d’appartenance a B est simple.
Mais d’apres les regles de Morgan, A = U ﬂ X;, donc en remplacant X; par X;

HePy, icH

dans ce qui précéde, on obtient que x € A <= m(z) > k,
oit m(z) est le cardinal de M(z) = {i €N, / z € X;}.
Or, pour touti € N,,, i € M(z) <= (v € X;) <= i ¢ N(z), donc M(z) = N, \ N(z),
puis m(x) = n — n(x). Ainsi, r € A <= n —n(z) > k <= n(xr) < n — k. Finalement,
le critere d’appartenance a A est également simple :
reEA<=n(zr)>n—k<=n(x) >n—k+1

1°) Supposons que k < ”T“ Alors 2k <n+1, donc n — k+ 1 > k. Alors pour tout
relb, reA<n(x)>n—k+1=n(x) >k =2 € B,donc A C B.

2°) De méme, lorsque k > ”TH, n—k+1<keton en déduit que B C A.

Logique

Exercice 3.12 :

On dispose méme de trois manieres de démontrer que ces formules propositionnelles
sont des tautologies.

¢ Une premiere méthode que 1'on ne développera pas consiste a contruire des tables
de vérité.

¢ Une seconde méthode consiste a raisonner comme on en a ’habitude :

Supposons que = A et montrons que =B <= (B = A).

Pour cela, supposons d’abord —B. Alors B est fausse, donc B = A est vraie. Ainsi,
on a montré que =B = (B = A)).

Pour établir I'implication réciproque, supposons que B = A. Par hypothese, A est
fausse, or B = A, donc B est fausse par contraposée.

Ceci démontre que (B = A) = —B.

Ainsi, on a prouvé que A = (-B <= (B = A)).

Pour la seconde formule propositionnelle, supposons que A = B.
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Supposons que (A = C') = B.
Si A est vraie, alors on a B.
Si A est fausse, alors A = (' est vraie, donc on a aussi B.
Dans tous les cas, B est vraie, donc on a montré que ((A = C) = B) = B, sous
I’hypothese que A = B.
On a bien montré que (A = B) = (((A = C) = B) = B).
¢ Troisieme méthode par succession d’équivalences logiques.
[-A = (-B<= (B=A))] =AV(-B<= (B=A))
=AVI[(-B= (B= A)AN((B= A) = —-B)]
=AV[(BV(-BVA)A((BAN-A)V-B),
Or (BV(-BVA))=(BV-B)VA=1,donc
[-A = (-B<= (B= A))|=[AV((BA-A)V-B)]| = (BA-A)V—(BA-A) =1,
donc "A = (=B <= (B = A)) est bien une tautologie. De méme,
en notant P = (A= B) = (((A = C) = B) = B),
P =-(A= B)VI[((A= ()= B) = B|
(AN-B)V (~((A= C)= B)V B)
=(AN-B)V (((A= C)AN-B)V B),
or par distributivité,
(A= C)A-B)VB)=(A=C)VB)AN(-BVB)=((A= C)V B), donc
P (AN=-B)V (A= C)V B)
(AN-B)V ((mAVvC)V B)
(AV-AVCVB)A(-BV-AVCVB)
1.

Exercice 3.13 :
Dans lordre, il faut compléter par <=, =, <=, <.

Exercice 3.14 :
Non corrigé : similaire (en plus simple) a 'exercice 12.
Exercice 3.15 :
1°)
1. (uy) est majorée par M si et seulement si
VneN, u, <M,
2. (u,) est majorée si et seulement si
M eR,, VneN, u, < M;
3. Il suffit de nier la phrase précédente, donc (u,,) n’est pas majorée si et seulement
si :VM eRy, neN, u, > M;
4. (up)nen est strictement décroissante si et seulement si
Vn,meN, (n<m= u, > upy);
5. la suite (u,)nen est stationnaire si et seulement si
AN eN, Vn> N, u, = uUpi1;
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6. la suite (u,)nen est périodique a partir d’un certain rang si et seulement si
JIre N*, AN e N, Vn > N, upir = up;
2°)
1. Vn € N, 3dp > n, u, = 0 signifie que I'ensemble {n € N / u, = 0} est une

partie de N non majorée, donc que c’est un ensemble de cardinal infini. Cette
phrase signifie donc que la suite (u,,) possede une infinité de 0.

2. In e N, dp >n,u, < u, est le contraire de la phrase
Vn € N, Vp > n,u, > u,, donc signifie que la suite (u,) n’est pas croissante.

3. Vn € N, dp > n,u, # u, signifie que la suite (u,) n’est pas stationnaire.

Exercice 3.16 :

Notons A 'assertion “Alice prend un dessert”. De méme, notons B 'assertion “Bruno
prend un dessert” et C' 'assertion “Camille prend un dessert”.

Les hypotheses de 1’énoncé s’écrivent, en notant A la négation de A et en notant @ le
“ou exclusif’ : A= B, A@C,C = Bet BVC.

¢ Premiere méthode par table de vérité :

A|/B|C|A=B|A&C |C=B|BVC
11111 1 0 1 1
11110 1 1 1 1
1101 1 0 0 1
11010 1 1 1 0
01111 0 1 1 1
0]11]0 0 0 1 1
01011 1 1 0 1
01010 1 0 1 0

Seule la deuxieme ligne valide les 4 hypotheses, donc Alice et Bruno prennent un
dessert, mais pas Camille.

¢ Par le raisonnement usuel :

[A= B] = (AVB) et (C = B) = (CV B), donc les hypotheses sont : AV B, A®C,
CVBetBVC.

Si B est faux, comme C'V B, on a C. Alors BV C est fausse, ce qui est en contradiction
avec les hypotheses, donc B est vrai. Or AV B, donc A est vrai, or A@® C, donc C est
faux.

o Par équivalences logiques.

Par hypothese, ona P = (AV B)A(A© C)A(CV B)A(BVO).
P=(AVB)A(ANC)V(ANC)A(CVB)A(BVC).

Or par factorisation de B, [(C'V B) A (BV C) = BV (CAC) = B, donc
P=BA(AVB)A(AANC)V (AAC)), mais

par distributivité, [BA (AV B)] = (BAA)V (BAB) = (B A A), donc
P=BAAAN(AANC)V(ANC)=BAANC.
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Exercice 3.17 :

1°) Soit P et @ deux formules propositionnelles. On dit que P est incompatible avec
() si et seulement si P et () ne sont pas vraies en méme temps, donc si et seulement si
—(P A Q), c’est-a-dire si et seulement si (P | Q) d’apres une loi de Morgan.

2°) On notera “=” l’équivalence logique : “P = Q" signifie donc que, pour toute
distribution de valeurs de vérité, “P <—= Q.

o (P|P)=(PVP)=-P.

o (PIQ) = (PVQ), donc (PV Q)= ((PIP)|(Q|Q)).

o (PAQ) = PVQ, or = et V s'expriment uniquement en fonction de la barre de
Scheffer, donc c’est encore le cas pour A.

Plus précisément, (P A Q) = (PIQ) = ((PIQ)|(P|Q)),
o (P = Q) = PAQ donc = s’exprime uniquement en fonction de la barre de
Scheffer. Plus précisément, (P = Q) = (PAQ) =PV Q = (P|Q) = (P|(Q|Q)).

Exercice 3.18 :

Pour chaque question, on écrit formellement la phrase de I’énoncé, on la nie ”méca-
niquement” | puis on interprete cette négation.

1°) Notons DS I'ensemble des devoirs surveillés, chaque devoir étant considéré comme
un ensemble de questions. Ainsi, la phrase ”dans chaque devoir surveillé, il y a toujours
une question qu’aucun éleve ne sait résoudre” s’écrit

Vd € DS, dg € d, Ye e C, =(e R q), ou C est la classe et ou e R ¢ signifie que ’éleve
e sait résoudre la question ¢. La négation de cette phrase donne

dd € DS, Vq € d, de € C, e R q. Elle signifie qu’il existe un devoir surveillé dont
chaque question a été résolue par au moins éleve.

2°) Notons BS la barre scientifique et BG la barre générale d’un candidat aux Mines
en 2022 et A l'assertion affirmant que le candidat est admissible. La phrase ”pour
étre admissible aux Mines en 2022, il suffisait d’avoir au moins 177 points a la barre
scientifique et 363 points a la barre générale” s’écrit

(BS > 177) A (BG > 363) = A. Sa négation s’écrit

(BS > 177) A (BG > 363) A = A, laquelle phrase signifie qu'un candidat peut avoir
une barre scientifique supérieure a 177 et une barre générale supérieure a 363 sans étre
admissible.

3°) Notons C(e) I'ensemble des colles de ’éleve e et ¢(e) la note de 1'éleve e lors de la
colle c. La phrase "I’an dernier en MPSI2, certains éleves ont eu au moins 12 a toutes
leurs colles de maths” s’écrit

de € MPSI2, Ve e C(e), c(e) > 12. La négation de cette phrase est

Ve € MPSI2, 3c € Cle), c(e) < 12, ce qui signifie que tous les éleves de MPSI2 ont
vécu au moins une colle ou leur note fut strictement inférieure a 12.
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