DS 2

Les calculatrices sont interdites.

Exercices

Exercice 1 :

1°) En utilisant les complexes, pour tous p, ¢ € R, factoriser cos(p) + cos(q).

2°) Résoudre I'équation (E) : 3cos(bz) = cos(4x) + cos(14x), en I'inconnue z € R.

Exercice 2 :
2z
2—1

Calculer la dérivée n-ieme de x — cos® x et de x —>

Exercice 3 :

2x
Calcul —dx.
acuer/x2+2x+9 T

Probléme 1 : volume de la boule unité de R"

Notations et résultats admis.

Pour tout entier d > 1, lorsque = = (z1,...,74) € R? et X\ € R,

on note \r = (A\x1,...,\zry) € RY.

Pour tout entier d > 1 et tout z = (z1,...,24) € RY on note ||z|| = /23 + -+ 22
et, pour tout réel r > 0, on note By(r) = {z € R? / ||z|| < r}. By(r) s’appelle la boule
fermée de R? de centre 0 et de rayon 7.

Lorsque d > 2, on identifie R? & R¥' x R en écrivant tout z € R? sous la forme
= (y,t), avec y = (z1,...,74-1) E R et t = 24 € R; on a alors ||z||? = ||y||* + ¢2.
On admet que, pour tout entier d > 1, on dispose d'une notion de volume (longueur si
d =1, aire si d = 2), qui associe & chaque partie A de R¢ considérée dans ce probleme
un réel vol;(A) > 0, de sorte que :

(V1) si A C A', alors voly(A) < voly(A');

(V2) si Ay, ..., A, sont p parties deux & deux disjointes de R, alors
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VOld(Al u---u Ap) = VOld<A1) + e 4 VOld<Ap) )

(V3) pour tous réels a < b, voly([a,b]) =b—a;

(V4) si d > 2, pour toute partie A de R4 et tous réels a < b,

volg(A x [a,b]) = (b —a)volg_1(A);

(V5) pour tout réel A > 0, volg(AA) = A voly(A), on ANA = {\z / z € A}.
On ne suppose connue aucune autre propriété de cette notion de volume.

On note V; = voly(B,4(1)) le volume de la boule unité de R<.
L’objet du probleme est de calculer V; pour tout entier d > 1.

Partie A : Intégrales de Wallis

Pour tout m € N, on pose W,,, = /2 (sin®)™ db.
0

1°) Calculer Wy et W;. Montrer que, pour tout m € N, W, > 0 et W11 < W,,.

L . m+ 1
2°) En intégrant par parties, montrer que, pour tout m € N, W,,.o = ——W,,.

m + 2
En déduire les valeurs de Wy, W5, Wy, Wy et W.
3°) Montrer que, pour tout m € N, (m + 1)W,,, 1 W,, = g

Partie B : Découpage de la boule unité en tubes

Dans cette partie, on fixe un entier n > 2 et ’on pose
1

Jp = / 2(n — 1)r" V1 —r2 dr
0
Le but de cette partie est de démontrer que V,, = V,,_1J,,.

k

On fixe N € N* et ’'on pose r, = N pour tout k € {0,..., N}.
On pose Cy = B,,_1(r1) et, pour tout k € {2,...,N}, Cx, = B,—1(r%) \ Bn-1(rx—1).
Pour tout k € {1,..., N}, on note P, = {(y,t) € B,(1) / y € Cy} et a, =1} — =]
On note enfin ¢ la fonction définie sur [0, 1] par g(r) = v1 — r2.
4°) Montrer que Vi = 2 et que, pour tout réel r > 0, vol,,_1(B,_1(r)) = V17" L
En déduire que vol,,_1(Cy) = V,,_1ax pour tout k € {1,..., N}.
5°) 5.a) Montrer que les parties Py,..., Py sont deux a deux disjointes et que leur
réunion est B, (1).
5.b) Soit k € {1,..., N}. Montrer que

Cr x [—g(re), g(r)] C P C Cp X [ = g(re-1), g(r—1)]-

N N

5.c) On pose sy = 2V, Zg(rk)ak et Sy =2V, Zg(rk_l)ak.
k=1 k=1

Montrer que sy <V, < Sy.



6°) Montrer que sy < V,_1J, < Sy : on pourra utiliser une écriture de a; sous la
forme d’une intégrale.
2(n - 1)Vn_1

7°) Montrer que Sy — sy < N

En déduire que V,, = V,,_1J,.

Partie C : Calcul de V,,

8°) Soit n > 2. Exprimer J, en fonction de W,,_5 et W,,, puis montrer que J,, = 2W,,.
Calculer V5 et V3.

2T
9°) Montrer que V,, = —V,,_5 pour tout entier n > 3.
n

En déduire, pour tout p € N*, des expressions simples de V5, et de V5, 1 en fonction
de p. Calculer Vj, Vs et V.

10°) On admet que 7 < 3,2.

10.a) Montrer que V; < Vo < V5 < Vj < Vs et que la suite (V,,),>5 est strictement
décroissante.

10.b) Montrer que V,, — 0.

n—+00

Probleme 2 : induction structurelle

Dans tout ce probleme, on fixe un ensemble F.

Lorsque ¢ désigne une application de E¥ dans E, olt k € N*, et lorsque Y est une partie
de E, on dit que Y est stable par c si et seulement si c(Y*) C Y.

1°) Pour cette seule question, £ = Z, ¢ désigne une application de E? dans E et YV
est une partie de E. Déterminer ¢(Y?2) dans les deux cas suivants, et préciser si Y est
stable par ¢ :

l.a) c(z,y) =x+yetY ={0,1};

1.b) c(z,y) =x—yet Y =N.

Pour toute la suite de ce probleme, on fixe une partie B de E, un entier r € N* des
entiers ki, ..., k, € N* et, pour tout i € {1,...,r}, une application ¢; : E*¥ — E. Les
éléments de B sont appelés les atomes et les applications ¢y, ..., ¢, les constructeurs.
Une partie Y de E sera simplement dite stable si et seulement si Y est stable par
chacun des ¢; pour 7 € N,..

On note S I'ensemble des parties stables de E' qui contiennent B, et X l'intersection

de tous les éléments de S, c’est-a-dire : X = ﬂ Y.
YeS

2°) 2.a) Montrer que X est correctement défini.



2.b) Soit (Y});es une famille de parties stables de £, indexée par un ensemble J non

vide. Montrer que m Y; est une partie stable de E.
jeJ
2.c) Montrer que X est la plus petite partie stable de E contenant B.
On dit que X est I'ensemble défini inductivement par les atomes de B et les construc-
teurs ¢y, ..., Cp.

3°) Principe d’induction structurelle

3.a) Soit P un prédicat défini sur X : pour tout x € X, P(x) est une assertion, vraie
ou fausse. On suppose que :

(i) pour tout b € B, P(b) est vraie;

(ii) pour tout i € {1,...,r} et tout (zy,...,7s,) € X*, si P(z1),...,P(xs,) sont vraies,
alors P(c;(x1,...,xE,)) est vraie.

Montrer que P(z) est vraie pour tout z € X.

Lorsqu’on utilise ce procédé pour prouver que P(x) est vraie pour tout = € X, on dit
que l'on raisonne par induction sur X.

3.b) Dans cette sous-question, ¥ = N, B = {0}, r = 1, k; = 1 et pour tout n € N,
c1(n) =n + 1. Déterminer X. Que devient alors le principe d’induction structurelle ?

4°) Un exemple : les formules propositionnelles
Dans cette question, V désigne un ensemble dont les éléments sont considérés comme
des variables propositionnelles.

4.a) En vous appuyant sur le cours, préciser un ensemble E, une partie B de E et des
constructeurs (en indiquant leurs arités k;) pour lesquels 'ensemble X défini induc-
tivement est I’ensemble F des formules propositionnelles écrites avec les variables de

V.

On note FT I’ensemble défini inductivement, avec le méme ensemble E, par les atomes
de V et les deux seuls constructeurs (¢, %) — (@ A1) et (9, 0) — (@ V ) : clest
donc I'ensemble des formules propositionnelles écrites en n’utilisant que les connecteurs
logiques V et A.

On rappelle qu'une distribution de valeurs de vérité (abrégée en dvv) est une application
v de V dans {0,1}, ou 1 désigne "vrai” et ou 0 représente "faux”. On a vu en cours
comment v se prolonge naturellement en une application de F dans {0,1}.

Si v et w sont deux dvv, on convient que v < w si et seulement si v(p) < w(p) pour
tout p € V.

4.b) Montrer que F© C F, puis que, pour toute formule ¢ € F* et toutes dvv v, w
telles que v < w, on a v(p) < w(p).

4.c) Soit p € V. En déduire qu’il n’existe aucune formule ¢ € F* qui soit logiquement
équivalente a —p.

5°) Montrer que X = BU ¢ (XF)U - Ue (X*).

Ainsi, tout élément de X est un atome ou s’écrit ¢;(z1,...,x,), avec i € {1,...,1} et
T1y. .., Tk € X.



6°) Description < par le bas >

On définit une suite (X,,),en de parties de E en posant Xy = B et, pour tout n € N,
X1 =X, Ut (X)) U Ue (X)),

6.a) Montrer que, pour tout n € N, X,, C X, et X,, C X.

6.b) Montrer que X = U X,

neN
6.c) En déduire une seconde démonstration du principe d’induction structurelle (ques-
tion 3.a), a 'aide d’une récurrence sur n.

Lecture unique et définitions par induction.
On dit que X vérifie la propriété de lecture unique lorsque :

— pour tout i € {1,...,r}, la restriction de ¢; & X* est injective;

— les parties B, c;(X*1), ..., c.(X*) sont deux & deux disjointes.

D’apres la question 5, cela signifie que tout élément de X est ou bien un atome,
ou bien s’écrit d’une seule fagon sous la forme c¢;(x1,...,zy,) avec i € {1,...,r} et
Z1,...,7E € X. On admet alors le résultat suivant.

Théoréme (définition par induction). On suppose que X vérifie la propriété de
lecture unique. Soient {2 un ensemble, 5 : B — () une application et, pour tout
ie{l,....,r}, v : Q% — Q une application.
Alors, il existe une unique application 6 : X — Q telle que :
— pour tout b € B, 6(b) = B(b) ;
— pour tout i € {1,...,7} et tout (zy,...,x3,) € X",

O(ci(x1, ..., xx,)) = v(0(z1), ..., 0(zk,)).
On dit alors que @ est définie par induction.
7°) On se place dans la situation de la question 3.b. Montrer que X vérifie la propriété
de lecture unique, puis expliquer comment le théoreme précédent permet de retrouver
le théoreme de définition d’une suite par récurrence.

8°) Démontrer I'unicité affirmée dans le théoreme de définition par induction.

9°) Un exemple : les rationnels strictement positifs

Dans cette question uniquement, £ =R, B = {1}, r =2, k; = ko = 1, ¢; et ¢ sont les
1

applications de R dans R définies, pour tout = € R, par : ¢;(x) =z + 1, co(z) = — =i
x

x # 0 et c2(0) = 0. On note Q% I'ensemble des nombres rationnels strictement positifs.

9.a) Montrer que X C QF.

9.b) Pour tout entier s > 2, on note H(s) I'assertion : < pour tous p,q € N* tels que

p+q = s, d € X ». Démontrer H(s) pour tout entier s > 2. Qu’en déduit-on pour X ?
q

9.c) Montrer que X ne vérifie pas la propriété de lecture unique.
Montrer qu’il n’existe aucune application 6 : X — N telle que 6(1) =0,

1
O(x+1) =60(x) + 1 pour tout =z € X, et 9<—> = 0(z) + 1 pour tout = € X \ {1}.
T



10°) L’exemple des arbres binaires stricts

On admet l'existence d’un ensemble A, d’un élément F' de A et d’une application
N : A2 — A vérifiant les trois propriétés suivantes :

(A1) N est injective;

(A2) F n’appartient pas a I'image de NV ;

(A3) si Y est une partie de A telle que F' € Y et, pour tous ¢g,d € Y, N(g,d) € Y,
alors Y = A.

Les éléments de A sont appelés des arbres. Pour g,d € A, on dit que g et d sont les
sous-arbres gauche et droit de 'arbre N(g,d).

Avec les notations précédentes, ot I'on prend £ = A, B = {F}, r =1, k; = 2 et
¢1 = N, la propriété (A3) signifie que I'ensemble défini inductivement par 1'atome F et
le constructeur N est A lui-méme, et les propriétés (Al) et (A2) signifient qu'il vérifie
la propriété de lecture unique. On peut donc raisonner par induction sur A et y définir
des applications par induction.

On représente F' par un petit carré et 'arbre N(g,d) par un disque, appelé sa racine,
relié aux représentations de ¢ (en bas a gauche) et de d (en bas a droite). Les carrés
sont appelés les feuilles de I'arbre et les disques ses neeuds internes. Par exemple, la

figure ci-dessous représente 'arbre N(N(F, F), N(F, N(F, F))).

On définit par induction deux applications n et h de A dans N en posant n(F) = 0,
h(F) = 0 et, pour tous g,d € A :

n(N(g,d)) = 1+ n(g) + n(d), h(N(g,d)) = 1+ max (h(g), h(d)).
Lorsque a € A, les entiers n(a) et h(a) s’appellent respectivement le nombre de nceuds
internes et la hauteur de 'arbre a.

Montrer que, pour tout a € A, h(a) < n(a) < 2M) — 1.



