DS 2 : un corrigé

Exercices (sur 11 points)

Exercice 1 (sur 3 points) :

1°) (sur 1 point)
Soient p,q € R : cosp + cos ¢ = Re(e? + €'7) = Re <ei¢2q(eip2;q + e"%)» donc

— p—q ifay ptq p=q
cosp 4 cos q = 2cos P51 x Re(e' =) = 2 cos 5% cos P52 | .

2°)  (sur 2 points)

Soit z € R.

(E) <= 3cos(bz) = 2 cos(9z) cos(5x) <= (cos(5x) = 0) V (cos(9z) = 2 > 1),
donc (E) <= cos(5r) = 0 <= 5z = § 7],

donc ’l’ensemble des solutions est {5 + %Z‘ .

Exercice 2 (sur 5 points) :

1°)  (sur 4 points) Notons, pour tout € R, f(x) = cos®(z). D’apres les théorémes
usuels, f est de classe C*°, donc pour tout n € N, f™ est définie sur R. Linéarisons
f(z) a Taide des complexes : soit = € R.

cos®(z) = (%
cos?(x) = §(€%" + 3e™ + 3e™ 4 ¢7%7) = Z(cos(3x) + 3 cos(x)).

)3, donc d’apres la formule du binome,

1
On peut alors montrer par récurrence que, pour tout n € N, on a R(n) : pour tout
zeR, |f"W(z) = 1(3"cos(3z + nZ) + 3cos(z + nZ))|.
En effet, pour n = 0, (3" cos(3z +n%) +3cos(z+nk)) = 1(cos(3z) +3cos(z)) = f(z),
donc R(0) est vraie.
Soit n € N tel que R(n) est vraie.

D’apres le cours, d—(cos(G)) = cos(0 + g), done, pour tout = € R,

d
f(z) = - <Z(3n cos(3x + ng) + 3cos(z + ng»)

= (3" cos(3x + (n + 1)%) + 3cos(z + (n+ 1)3)),
ce qui prouve R(n + 1).



2°) (sur 1 point)

2 1 1
Pour tout z € R\ {—1, 1}, notons g(z) = ’

. Alors g(r) = —— 4+ ——, donc a
x?2—1 9(x) r+1 x—1
nouveau par récurrence, on montre que, pour tout n € N et tout =z € R\ {—1,1},

g™ (z) = (—1)”n!< ! + ! ) :

(x 4+ 1)n+tt - (x— 1)+t

Exercice 3 (sur 3 points) :

Le dénominateur est un trinome dont le discriminant vaut A =4 —4 x 9 < 0, donc les

2
primitives de x — P i o sont définies sur R. Posons I = / WJMCZJJ.
(2x+2)—2 9 / dx
Alors [ = | ——F——dr =1 2 9 -2 ——-—+—
or /x2+2x—|—9 7 =In{z” + 2 +9) (x+12+8

1 1
donc |I =1In(z? + 2z +9) — —arctan<x+ ) + k.

V2 2v/2

Probleme 1 : volume de la boule unité de R"

Partie A : Intégrales de Wallis

1°) 0W0:/2d9:etW]_:/2Sin9d9: [—6089}52.
0 2 0 0

T
¢ Soit m € N. La fonction 8 — sin™ 6 est continue et positive sur [0, 5}, et elle

n’est pas identiquement nulle. D’apres le cours, son intégrale sur ce segment, dont les
bornes sont dans I’ordre croissant, est strictement positive : .

s

2
o Deméme, W,,—W,,11 = / sin™ @ (1—sin #) df, ou la fonction intégrée est continue,
0

™ ..
en —. Ainsi
2m+1 6

positive car 0 < sinf < 1, et non identiquement nulle, car elle vaut

.

2°) o Soit m € N. Les fonctions § — —cosf et § — sin™*! 0 sont de classe C* sur
T
[O, 5} ; par intégration par parties,

™

Wi = /2 sinf sin™t 6 do
0

= [—cos@sinm*l@]E —l—(TrH—l)/2 cos® 0 sin™ 6 do
0 0

us

—(m+1) / (1= sin20)sin™ 0 d0 = (m + 1) (Wy, — Wi ).
0

m+1

Ainsi (m + 2)Wp, 10 = (m + 1)W,,, c'est-a-dire |W,,10 = ——W,,| .
m+ 2
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3°) Pour m € N, posons u,, = (m + 1)W,,.1W,,. D’apres la question 2, appliquée au
rang m, Um+1 = (m + 2)Wm+2Wm+l = (m + 1)Wme+1 = U

La suite (u,)men est donc constante, égale a ug = W Wy = 5

(m+ D)WW, = g pour tout m € N .

Partie B : Découpage de la boule unité en tubes

4°) o Pour 2 € R, ||z|| = V22 = |z|, donc B;(1) = [~1,1] et, d’apres (V3), :
o Soit r > 0. Montrons par double inclusion que B,,_1(r) = r B,_1(1).
Soit © = (z1,...,2,-1) € rByp_1(1). Il existe y = (y1,---,Yn-1) € Bn_1(1) tel que

n—1
x =ry. Alors ||z]|* = Z(ryi)Q =7?||y||* <% cary € B,_1(1), donc x € B,,_1(r).

i=1
Réciproquement, soit @ = (z1,...,2,-1) € B,_1(r). r étant non nul, on peut poser
y = Lz. On vérifie alors que [ly|| = %||z]| < Lr =1, donc y € B, (1),
puis z = ry € rB,_1(1).
Ainsi, B,—1(r) = By_1(1) et, d’aprés (V5), |vol,_1(Ba_1(r)) =" V,_1|.
o Pour k =1, on a donc vol,_1(C}) = V,_1r?"*. De plus, 70 = 0 et n — 1 > 1, donc
ay =71 Ainsi, vol,_1(C}) = V,_1a,.
Pour k € {2,..., N} : comme ry_1 < rg, Bp_1(rg—1) C Bn_1(r%), donc B,_1(r%) est la
réunion disjointe de B,,_1(ry_1) et de Cx. D’apres (V2),
VOln_l(Ok) = VOln_l(Bn_1<Tk)) - VOln_1<Bn_1(Tk_1)) = Vn_l(TZ_l — T’Z:ll)
Ainsi, |vol,_1(Ck) = V,,_1ax pour tout k € {1,..., N}‘ )

5°) 5.a) o Soit h,k € Ny avec h < k. Soit (y,t) € P,N Py, ony € R" et t € R
Alors y € C,NCy. Or k> 2 donc y ¢ B, 1(rx_1).
On a donc |ly|| < rn < rp1 < |ly||. C’est impossible, donc P, N P, = (). Ainsi, on a
montré que les parties P, ..., Py sont deux a deux disjointes.
o Soit x = (y,t) € By(1), oty e R" et t € R. Alors 1 > ||(y,t)||* = ||y||* + ¢*, donc
lyl? < 1, puis 0 < [ly]) < 1.
Si [ly|| < & =1, alors y € C) puis z € P,.
, 1 kE k+1 o
Sinon, ||y|| € ]N’ 1] = I_l }N’ T}, donc il existe k € Ny_;
1<k<N-1
tel que 7 < ||ly|| < k1. Alors y € Ciyq puis © € Ppyq.
Ceci prouve que B, (1) C U Py.. L’inclusion réciproque est évidente car, par définition,
1<k<N
tous les Py sont inclus dans B,,(1).



5.b) Soit y € Ck. On a |ly|]| < ry; de plus, ||y|| > rr_1, car ro = 0 lorsque k = 1, et
y & B, _1(rx_1) lorsque k > 2.

o Soit (y,t) € Crx[—g(rk), g(r)]. Alors ||ly||*+t* < ri+g(rg)* = 1, donc (y,t) € B,(1)
et, comme y € Cy, (y,t) € Py.

o Soit (y,t) € Pp. Alors y € Cret t2 < 1—||y||*> < 1 —ri_,, donc |t| < g(ri_1),
c’est-a-dire (y,t) € Cp x [ — g(r%-1), 9(rr—1)]-

Ainsi, |Cp X [—g(rk),9(rx)] C P C Cp X [ — g(rk_l),g(rk_l)H :

La figure ci-dessous représente, pour N = 5, la coupe de la situation dans le demi-
plan des (||y]|,t) : le demi-disque correspond a B, (1), les rectangles grisés aux tubes
contenus dans les Py, et les rectangles en pointillé aux tubes qui les contiennent.

t
1 — - - =
Ty
-1 = - T
N
5.c) D’apres la question 5.a et (V2), V, = Zvoln(Pk).
k=1

Soit k € Ny. D’apres la question 5.b et (V1),

vol, (Cr x [ — g(1x), 9(rr)]) < vol,(Pg) < vol,(Ck X [ — g(rk-1),g(rr—1)]), donc d’apres
(V4) et la question 4, 2¢(rg)Vu—1ar < vol,(Pr) < 29(rg—1)Va_1ax.

En sommant ces encadrements, on obtient donc bien sy <V, < Sy.

6°) Soit k € {1,...,N}. La fonction g est décroissante sur [0, 1], donc, pour tout
r € [ri_1,7x), g(rr) < g(r) < g(rg—1). En multipliant par 2(n — 1)r"~2 > 0, puis en

intégrant sur [ry_1, 7] (bornes dans I'ordre croissant), la croissance de I'intégrale donne
Tk Tk

2g(’rk)/ (n—1r" 2 dr < /Tk 2(n — D)r"2g(r) dr < 2g(7’k1)/ (n —1)r" 2 dr.

Tk—1 Tk—1 Tk—1
Tk .
Or / (n—1)r" 2 dr = [T”_l} = aj. En sommant pour £k variant de 1 a N, la
T _ Tk—1
k—1 N N
relation de Chasles donne QZg(rk)ak < J, < QZg(rk,l)ak, puis, en multipliant
k=1 k=1
par Vn—l Z O, SN S Vn—lJn S SN‘ .

Tk
7°) Soit k € Ny. a, = 7"t — "] = / (n — 1)t""2 dt, or [re_1,7] C [0,1], donc
Tk—1

4



Tk B
ap < / (n—1)dt, puis ap < (n— 1)(rg —14_1) = nN 1. On en déduit que
Tk—1 N
Sy —sy =2V, Z (g(rr—1) — g(rp))an
k=1
2(n — 1)V, _ al
< ( = L Z (g(rp—1) — g(ry)) (car g(rr_1) — g(ry) > 0)
k=1
2(n —1)V,_ )
= n N) 1(9(7”0) — g(ry)) (par télescopage)
_ 2(” - 1)Vn71
= 2=t g0) — (1))
Or g(0) =1et g(1) =0, donc |Sy — sy < % .

o D’apres 5.c et 6, les réels V,, et V,_1J,, appartiennent tous deux au segment [sy, Sy|,

donc 5 N
n— _

|Vn - Vn—1Jn| S SN — SN S M

Le membre de gauche ne dépend pas de N, et cette inégalité est vraie pour tout N € N*.

En faisant tendre N vers +oo, on obtient |V,, — V,,_1J,,| <0, d’ou .
Partie C : Calcul de V,,

8°) ¢ Dans lexpression intégrale de J,, posons r = sinf, ce qui est possible car

s
2

6 — sin 0 est de classe C'*. On obtient J,, = / 2(n — 1) sin" 2 0v/1 — sin® § cos 6 df.
0

Pour tout 0 € [0, g], cosf > 0, donc \/1 —sin?@ = cosf. Ainsi,

Jp=2(n—-1) /2 sin""? 6 (1 — sin®0) d, donc ’Jn =2(n—1)(W,_2 — Wn)‘ :
0
o D’apres la question 2, appliquée avec m = n — 2, nW,, = (n — 1)W,,_5, donc
(n—1)W,_a— (n—1)W,, =nW, — (n — 1)W,, = W,,. On a prouvé que .
. . s
o D’apres la partie B, Vo = 2,V = 2 X 1 X 2, donc .

2
Deméme,%:2W3‘/2:2x§xw,donc .

On retrouve bien 'aire du disque de rayon 1 et le volume de la boule de rayon 1 de
I’espace.

9°) ¢ Soit n > 3. En appliquant les questions 7 et 8 aux rangs n et n—1 > 2, on obtient
Vi = 2W, Vo = AW, W, 1 V,o = 2 x nW,W,,_1V,,_o. Alors, d’apres la question 3,
4 7w 27

Vi,=—x=V,_9, donc |V, =—V,_o.
n 2 n

o Soit p € N*. A partir de la relation précédente, on montre facilement par récurrence




p p—1

2 P
sur p que Vs, = VQH %, donc Vo, = 7r7r

Ainsi, |V, = — pour tout p € N*| .
p!

—
n=2 p:
p
. . . , 2
¢ Soit p € N*. De méme, on obtient par récurrence que V5,_1 = V; H 5 T donc
n
v n=2
H 2n
~ 2P (p!
Vop-1 = 2(2m)P~* = _ grpr1 20
! ? (2p)!
(IIQn)(II(%%—]J)
n=1 n=2
Ainsi, |V, g2p1 P
1msi, m—1 — s — | .
i (2p)!
2 3! 23 872 3
o 0 9629 2 _om _T
¢ En particulier, ‘/4:? , Ve =2 i =7 —5X3,donc 1/5_1_5 , et ‘/6_E :

10°) 10.a) D’apres les questions 1 et 8, pour tout n > 2, J, = 2W,, > 0. Alors la
relation de la question 7 permet facilement de montrer par récurrence que, pour tout
ne NV, >0.

|
On peut donc écrire, pour tout n > 2, que =2W,.
n—1

16
D’apres la question 1, la suite (2W,,) est strictement décroissante. Or 2Ws5 = 5 > 1,

donc pour n € {2,3,4,5}, 2W,, > 2W5 > 1, ce qui prouve que V,, > V1. Ainsi,
Nishslshi<b 16 100 10 16
Par ailleurs, on admet que 7 < 3,2 = —, donc 2Wg5 = il < —=X—==

X 1.
32 32 5
Ainsi, pour n > 6, 2W,, < 2Ws < 1, donc V,, < V,,_ : la suite (V},),>5 est strictement

décroissante. )

T
Ceci prouve que la valeur maximale de V,, est V5 = ST atteinte uniquement pour
n = 5.

10.b) (V},)n>5 est décroissante et minorée par 0, donc il existe £ € R tel que V,, - l.
- n—-+40o0
2T

Alors V,, = —V,_s — 0x{=0.

n n—-+oo



Probleme 2 : induction structurelle

1°) 1.a) ¢(Y?) ={0+0,0+ 1,140,141}, donc |c(Y?) ={0,1,2}.

1.b) o Pour tous z,y € N, z — y € Z, donc ¢(N?) C Z.

o Soit m € Z. Sim > 0, alors m =m — 0 = ¢(m,0) avec (m,0) € N?; si m < 0, alors
m=0— (—m) = ¢(0,—m) avec (0, —m) € N%. Ainsi Z C ¢(N?), donc |c(N?) = Z|.

Dans les deux cas, ¢(Y?) n’est pas inclus dans Y, donc ’Y n’est pas stable par c‘ :

2°) 2.a) © B C E et, pour tout ¢ € {1,...,7}, ¢; est a valeurs dans F, donc E est
une partie stable de E contenant B : E € S, donc .

¢ Un objet appartient a l'intersection d'une famille d’ensembles lorsqu’il appartient
a chacun des ensembles de la famille. Si la famille était vide, cette condition serait
satisfaite par n’importe quel objet : I'intersection < contiendrait tout >, ce qui n’a pas
de sens (ce n’est pas un ensemble). Comme S n’est pas vide, X est bien défini, et c’est
une partie de E, puisque F € S : [X est correctement défini] -

2.b) Posons Z = ﬂ Y;. Soit i € N,..

jeJ
Soit z € Z*. Soit j € J. Z C Y}, donc z € Y},
Y; étant stable, Y; est stable par ¢;, donc ¢;(2) € Yj, pour tout j € J. Ainsi, ¢;(2) € Z.
Ceci démontre que Z est stable par ¢;, pour tout ¢ € N,., donc que Z est une partie
stable.
2.c) o D’apres 2.a, X est I'intersection d’une famille non vide de parties stables, donc
d’apres 2.b, X est stable. De plus, B C Y pour tout Y € §, donc B C X. Ainsi X € S.
¢ Soit Y une partie stable de E contenant B. Alors Y € S.
Orlorsquex € B,z € X <= |VZ €S, z€ Z],doncz € X = x €Y, ce qui prouve
que X C Y. On a prouvé qu’au sens de l'inclusion, X est la plus petite partie stable
de E contenant B.

3°) Principe d’induction structurelle

3.a) e Remarquons d’abord que (i) est correctement définie car B C X et que (ii) est
correctement définie car X est une partie stable de E.

e Notons Y = {z € X / P(x) est vraie}.

o D’apres 2.c, B C X, et d’apres (i), P(b) est vraie pour tout b € B, donc B C Y.

o Soient i € {1,...,r} et (y1,...,yx) € Y. Les y; appartiennent & X, qui est stable,
donc ¢;(y1,...,yr;) € X. De plus, P(y1),...,P(yx,) sont vraies, donc, d’apres (ii),
P(ci(yr, ..., yx,)) est vraie. Ainsi, ¢;(y1,...,yr,) €Y : Y est stable.

Par conséquent, Y € S, donc X C Y d’apres 2.c. Comme Y C X par définition,
Y = X, c’est-a-dire que ’73(:1:) est vraie pour tout x € X‘ .

3.b) Par définition, X C F = N. Montrons par récurrence sur n que n € X pour tout
neN.Onal0eBC X;sine X, alorsn+1=rc;(n) € X car X est stable. D’apres

le principe de récurrence, N C X, donc .

Le principe d’induction structurelle s’écrit alors : si P(0) est vraie et si, pour tout
n € N, P(n) implique P(n + 1), alors P(n) est vraie pour tout n € N :

7



4°) Un exemple : les formules propositionnelles

4.a) Notons C = {—,A\,V, =, <=, (,) }.

On suppose que CNVY = et on pose A =CUV.

On prend pour F I'ensemble des mots écrits sur 'alphabet A,
c’est-a-dire que l'on pose E = |_| A"

neN*
Lorsque m = (ay,...,a,) € E, ou n € N*, on écrit plutot m sous la forme
m = ajas...a, : c'est le mot dont les lettres sont ay, ..., a,.

On choisit B =V et l'on définit » = 5 constructeurs :

—¢;: F— FE (k= 1), qui & tout mot u associe le mot —u;

— ¢y E* - E (ky = 2), qui a tout couple de mots (u, v) associe le mot (u A v), obtenu
en concaténant la lettre (, le mot u, la lettre A, le mot v et la lettre ) ;

—c3, ¢4 et c5 (ks = ky = ks = 2), qui & (u,v) associent de méme les mots (u V v),
(u=v) et (u <= v).

L’ensemble X défini inductivement par ces atomes et ces constructeurs, c¢’est-a-dire la
plus petite partie de E contenant les variables et stable par les cinq constructeurs, est
exactement ce que le cours a appelé ’ensemble F des formules propositionnelles écrites
avec les variables de V.

4.b) o F contient V et est stable par les constructeurs ¢ et ¢z (question 2.c). D’apres
2.c appliquée a FT, qui est la plus petite partie de E contenant V et stable par c, et
c3, ON & . En particulier, v(y) est défini pour tout ¢ € F*.

o Pour ¢ € F*, notons P(p) 'assertion :

< pour toutes dvv v, w telles que v < w, v(p) < w(p) >.

On raisonne par induction sur F* (atomes : V; constructeurs : ¢y et c3).

Si p € V, pour toutes dvv v, w telles que v < w, on a bien v(p) < w(p).

Soient ¢, 1) € F7 tels que P(¢) et P (1)) soient vraies, et soient v et w deux dvv telles
que v < w. Alors v(p) < w(p) et v(Y) < w(P).

o(( A ) = min(u(), (), done v((p A $)) < v(g) < w(p) et de méme,

v((e A ) S w(y). Ainsi, v((p A1) < min(w(p), w(y)) = w((p AY)).

On a ainsi montré P((p A v)).

De meme, v((p V 4)) = max(u(p), o()), or v(p) < wlp) < max(u(p), w(y)) ot
0() < w(¥) < max(u(p), w(1)), done v((pV ) < max(u(e), w(E)) = w((o V1))
On a ainsi montré P((¢ V v)).

Ainsi, on a montré par induction sur 7 que pour toute formule ¢ € F* et toutes dvv
v,w telles que v < w, on a v(p) < w(p).

4.c) Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il existe une formule p € F* qui soit
logiquement équivalente a —p.

Notons vy et v les dvv constantes égales a 0 et a 1, ce qui signifie que, pour tout ¢ € V,
vo(q) =0et v1(¢) =1. On a vy < vy.

Alors 1 = vg(—p) = vo(ip), donc d’apres la question précédente, 1 < v1(p) = v1(—p) =0,
ce qui est faux.



On a ainsi montré que la négation ne peut pas s’exprimer a ’aide des seuls connecteurs
N et V.

5°) Notons Z = BUc (XM)U---Uc.(X*).
o B C X et, X étant stable, ¢;(X*) C X pour tout i, donc Z C X.

©  Z contient B.

o Soienti € {1,...,r} et (z1,...,21,) € Z¥. Comme Z C X, (21,...,2,) € X", donc
ci(z1,. .., 2r,) € ci(X¥) C Z. Ainsi Z est stable, donc Z € S, puis X C Z d’apres 2.c.
Finalement, |X = BU¢;(X")U---Uc, (X*)].

6°) Description < par le bas >

6.a) ¢ Par définition de X, 1, on a pour tout n € N.

¢ Montrons par récurrence sur n que X,, C X. On a Xo =B C X. Soit n € N tel que
X, C X. Pour tout i, (X,)* C X% donc ¢;((X,)") C ¢;(X*) C X car X est stable.
Ainsi X, 1 C X. D’apres le principe de récurrence, ]Xn C X pour tout n € N\ )

6.b) Notons U = U X,. D’apres 6.a, U C X.

neN
Réciproquement, B = X, C U. Soient i € {1,...,7r} et (uy,...,ux,) € U*. Pour tout
Jje{l,..., ki}, il existe n; € N tel que u; € X,,;. Posons m = max(ny,...,ng,). La
suite (X,) étant croissante pour l'inclusion d’apres 6.a, u; € X,,, C X, pour tout j,
donc ¢;(uq, ..., up,) € ¢;((Xm)*) C X,np1 C U. Ainsi U est stable et contient B, donc
X C U d’apres 2.c.

Finalement, X = U Xl

neN

6.c) Supposons (i) et (ii). Pour n € N, notons R(n) l'assertion : « P(x) est vraie pour
tout x € X,, >.

R(0) est vraie d’apres (i), car Xy = B.

Soit n € N tel que R(n) soit vraie, et soit x € X, 1. Si z € X,,, P(x) est vraie par
hypothese de récurrence. Sinon, il existe i € {1,...,7} et (z1,...,75) € (X,)" tels
que z = ¢;(z1,...,,); les x; appartiennent a X d’apres 6.a, et P(z1), ..., P(xy,) sont
vraies d’apres R(n), donc P(z) est vraie d’apres (ii). Ainsi R(n + 1) est vraie.
D’apres le principe de récurrence, R(n) est vraie pour tout n. Enfin, si z € X, il existe
n € N tel que = € X,, d’aprés 6.b, donc |P(z) est vraie‘ )

Remarque. Une induction structurelle n’est donc qu’une récurrence sur le < nombre
d’étapes de construction > des éléments de X.

7°) o D’apres 3.b, X = N. L’application ¢; : n — n + 1 est injective sur N, et
B = {0} est disjoint de ¢;(N) = N* : | X vérifie la propriété de lecture unique .

¢ Soient 2 un ensemble, a € Q et ¢ : 2 — Q une application. Appliquons le théoreme
avec $(0) = a et 43 = ¢ : il existe une unique application 6 : N — Q telle que 6(0) = a
et (n+1) = p(f#(n)) pour tout n € N. En notant u,, = 6(n), on obtient : il existe une
unique suite (u,)neny d’éléments de Q telle que ug = a et Yn € N, w1 = ©(uy).

C’est le théoreme de définition d’une suite par récurrence.




8°) Soient 0,0 : X — Q deux applications vérifiant les propriétés du théoreme. Pour
x € X, notons P(x) l'assertion : < 0(x) = 0'(x) >.
o Pour tout b € B, 6(b) = 5(b) = 0'(D).

o Soienti € {1,...,r}et (z1,...,2x) € X" tels que §(x;) = ¢'(z;) pour tout j. Alors
O(ci(z1,...,2r)) =7(0(z1),...,0(xk,)) = (0 (x1),...,0(xr,)) = O (ci(x1, ..., 21,))-
D’apres le principe d’induction structurelle, P(z) est vraie pour tout € X, donc

i=0].
On remarquera que la propriété de lecture unique n’a pas servi : elle n’est utile que
pour l'existence.

9°) Un exemple : les rationnels strictement positifs
1

9.a) 1 € QF et, pour tout z € Q% , c1(z) =2+ 1€ Q% et co(x) = — € QF : ainsi Q%
x

est une partie stable de R contenant B, donc d’apres 2.c.

9.b) Initialisation : on suppose que s = 2. Soit p,q € N* tels que p + ¢ = 2. Alors
p=g¢q=1, donc § =1¢€ B C X. Ceci prouve H(2).

Hérédité : soit s > 3 un entier tel que H (t) soit vraie pour tout entier ¢ tel que 2 <t < s.
Soient p, g € N* tels que p 4+ g = s.

o Sip:q,alorsgzleBCX.

o Sip>gq,alorsp—qgeN"et (p—q)+qg=p,avec 2 <p < scarp>q>1. Dapres
H(p), P4 X, donc, X étant stable, p_Pr—4d +1= 61<p—q> cX.
q q q
o Sip < q, le cas précédent, appliqué au couple (g, p), qui vérifie ¢ > p et ¢+ p = s,
donne 4 € X, donc b_ Cg<g> e X.
p q p
Ainsi H(s) est vraie. D’apres le principe de récurrence forte,

Vs > 2, H(s)‘ :

Tout élément de Q7 s’écrit P avec p,q € N*, et appartient donc & X d’apres H(p+ q).
q

Ainsi Q% C X et, avec 9.a, .

9.c)oleBetl=cyl)€ ca(X), donc B et co(X) ne sont pas disjoints :
’X ne vérifie pas la propriété de lecture unique| .

1
De méme, 2 = ¢;1(1) = ¢ <§> appartient a ¢1(X) N co(X).

1
o Supposons qu’une telle application 6 existe. D’apres 9.b, 1, 2 et 3 appartiennent a

X. Alors : 0(2) = 8(1+1) = 0(1) + 1 = 1; puis, comme 2 # 1, 9(%) —0(2) +1=2;
1
1/2

Ainsi, aucune application # ne vérifie ces conditions.

Intuitivement, #(x) devrait compter le nombre d’étapes de construction de z, mais ce
nombre dépend de la facon dont on construit = : sans lecture unique, une < définition
par induction » peut étre contradictoire.

1 1
enfin, comme 3 #1,0(2) = 6( ) = 9(5) + 1 =3, ce qui est absurde.

10°) D’apres (A3), on peut raisonner par induction sur .A.

10



Pour a € A, notons P(a) I'assertion : < h(a) < n(a) < 2M9) —1 .

o h(F)=0,n(F)=0et2") —1 =0, donc P(F) est vraie.

o Soient g,d € A tels que P(g) et P(d) soient vraies. Posons a = N(g,d).
Notons m = max (h(g), h(d)), de sorte que h(a) =1+ m.

Comme n(g) et n(d) sont positifs, m < max (n(g),n(d)) < n(g) + n(d),
donc h(a) <1+ n(g) + n(d) = n(a).

D’autre part, n(g) < 29 —1 < 2™ — 1 et de méme n(d) < 2™ — 1, donc
n(a) =1+n(g) +n(d) <1+22m —1) =2m+ — 1 =2/ 1

Ainsi P(a) est vraie. Par induction sur A, ’Va c A, h(a) < n(a) <2M — 1‘ _
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