Résumé de cours :
Semaine 26, du 10 avril au 14.

Les fractions rationnelles (suite)
1 Degré

Définition. deg(g) 2 deg(P) — deg(Q) € ZU {—o0}.
Propriété. Soit F,G € K(X).
— deg(F 4 G) < max(deg(F), deg(Q)), avec égalité lorsque deg(F') # deg(G).
Il faut savoir le démontrer.
— deg(FG) = deg(F) + deg(G)).
— deg(FG™1) = deg(F) — deg(Q)).

2 Racines et poles

A
Définition. Soit F' € K(X) une fraction rationnelle admettant pour représentant irréductible B

— Les racines de F' sont les racines de A. Pour tout @ € K et m € N, a est une racine de F' de
multiplicité m si et seulement si a est racine de A de multiplicité m.

— Les poles de F' sont les racines de B. Pour tout a € K et m € N, a est un pdle de F de
multiplicité m si et seulement si a est racine de B de multiplicité m.

P —
Définition. Si F' = 0 € C[X], on note F' =

Qll

C(X) — C(X)

P s P est un isomorphisme de corps.

Propriété. L’application

Propriété. Soit I' € C(X), a € C et m € N. a est racine (resp : pole) de F' de multiplicité m si et
seulement si @ est racine (resp : pdle) de F' de multiplicité m.

Corollaire. Si F' € R(X) et si « est racine de F' (resp : racine de multiplicité m), alors @ est aussi
une racine de F (resp : racine de multiplicité m).

3 Fonctions rationnelles

A
Définition. Soit F' € K(X) une fraction rationnelle admettant pour représentant irréductible B

Notons P I'ensemble de ses poles.
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F: ]K\’P—>K~

La fonction rationnelle associée a F' est I'application N A(z) .
B(z)
Propriété. Si deux fractions rationnelles coincident pour une infinité de valeurs de K, elles sont

égales.
I1 faut savoir le démontrer.

4 Composition

Définition. Si P =Y a,X" € K[X] et F € K(X), PoF = P(F) £ a,F".
neN neN

Propriété. Pour tout F € K(X),

lapplication P — P(F') est un morphisme d’anneaux de K[X] dans K(X).

Lemme : Soit P € K[X] et F € K(X). Si P#0etsi F¢K,alors PoF #0.

Définition. Soit F' € K(X) et G € K(X) \ K.
. P P(G)
Si F = —, alors on pose FFoG = F(G) = ——=.
Q P 9=

Propriété. Pour tout G € K(X) \ K, F — F(G) est un endomorphisme du corps K(X).

5 Dérivation

P P'Q-QP
Définition. Soit F' = 0 € K(X). On pose F’ = % eK

Définition. Par récurrence, on peut définir la dérivée n-iéme formelle d’une fraction rationnelle.

(X).

Propriété. Pour tout F' € R(X) et n € N, F) = F),

(
Propriété. Pour tout F € K(X), deg(F’) < deg(F) — 1,
avec égalité lorsque car(K) = 0 et deg(F) ¢ {0, —co}.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit F,G € K(X),a € Ket n € N.
— (F+G) = F' +G', et plus généralement, (F + G)™) = F(") + G,
— (aF)" = aF’, et plus généralement, (aF)™) = aF ™),
— (FG) = F'G + FG'
) F\'" FG-GF
SIG;AO,(G)_ e
n
Propriété. Pour tout n € Net Fy,...,F, € K(X), (Fy x -~ x F,)' = > F/[[F.
i=1 i

Formule de Leibniz : (FG)™ = Z (Z) FRGO=k),
k=0

Propriété. Pour tout F,G € K(X), avec G ¢ K, (FoG) =G’ x (F' o G).
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6 Décomposition en éléments simples.

6.1 Partie entiéere

P
Définition. Un élément simple de K(X) est une fraction rationnelle de la forme o oum € N* et

P,Q € K[X], avec Q irréductible et deg(P) < deg(Q).

A
Propriété de la partie entiére : Soit F' = 3 € K(X). I existe un unique couple (E, B) € K[X]?

B A B
tel que F'= E 4 — avec deg(B) < deg(S). De plus, si 3 est irréductible alors 3 Pest également.

E est la partie entiére de F'.
Il faut savoir le démontrer.

6.2 Divisions successives

C . . . B
Méthode des divisions successives pour décomposer en éléments simples une fraction de la forme Gm

ou S est un polynome irréductible de K[X] :
A connaitre.

6.3 Le théoréme

Théoreme de décomposition en éléments simples :

A
SymiSyme ... G ma’
sont des polynomes irréductibles dans K[X], my,...,m, € N* et A € K[X]. Alors
il existe un unique E € K[X] et une unique famille (7} ;) 1< de polynémes de K[X] tels que

1<j

Soit F' € K(X). On peut toujours écrire F' sous la forme F = ou S1,59,...,5,

i<n
<my
my

F=FE+ Z (Z S—j) avec pour tout ¢ € [1;n] et j € [1;m;], deg(T; ;) < deg(S,).
i=1  j=1 "

Cette égalité s’appelle la décomposition en éléments simples de F' sur K.
Le polynéme F est la partie entiere de F.

.7
i

S s’appelle la partie polaire de F relative au polynoéme S;.

mq
Pour i € [1;n], la somme Z
j=1

6.4 Dérivée logarithmique

Propriété. Soit P un polynoéme scindé dans K[X]. Alors, en notant a,...,a, les racines de P et
/ n
T . B m;
maq, ..., My, leurs multiplicités respectives, 5= E 1 X o
ie

Il faut savoir le démontrer.

6.5 Dans C(X) et R(X)

Théoréme de décomposition en éléments simples dans C(X) :

A

(X — al)ml e (X — a7L)mn ?
Qi,...,a, sont des poles de F', my, ..., m, € N* sont leurs multiplicités

ou

Soit F' € C(X). On peut toujours écrire F' sous la forme F' =
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et A € K[X]. Alors il existe un unique E € K[X] et une unique famille (); ;) 1<i<n de complexes tels

1<5<m;
queFE+Z<ZL(X>E’;)j).

i=1  j=1

my
Pour i € [1;n], la somme Z (Xlijj est la partie polaire de F' relative au pole ;.

o X —a)

Théoréme de décomposition en éléments simples dans R(X) :
Soit F' € R(X). On peut toujours écrire F' sous la forme

A
F=— m ,
(H(X — ai)mi) X (H(X2 + biX + Ci)ki)
i=1 i=1
ol ai,...,a, sont des poles réels de F, my,...,m, € N* sont leurs multiplicités, ou pour tout

i€{l,...,p}, bi,c; € R avec b? —4c; < 0 et ot A € K[X].
Alors il existe un unique E € K[X] et trois uniques familles (A; ;) 1<i<n , (fi ;) 1<i<p €t (gi5) 12i<p
1<5<m; 1<)

de réels tels que F' = E+Xn: (i#) +Zp: (i fiiX + i )
i=1 j=1 (X - ai)j =1 (X2 + le + Ci)j '

Jj=1

Méthode : En pratique, pour décomposer une fraction rationnelle F' en éléments simples dans R(X)
ou dans C(X),
A

1. on commence par ’écrire sous forme irréductible unitaire, F' = —.

B

C
2. En effectuant la division euclidienne de A par B, on écrit F' = E+ B ou F est la partie entiere
de F. Lorsque deg(F) < 0, il est évident que E = 0, donc on peut supprimer cette étape.
3. On scinde B en produit de polynomes irréductibles unitaires.
C
4. On écrit la DES de B a ’aide de coeflicients indéterminés.

5. On calcule ces coefficients indéterminés.

6.6 Quelques techniques de DES

Remarque. La technique des divisions euclidiennes successives est adaptée a la DES de fractions de

P
la forme o ou @ est irréductible.

Propriété. Soit F' € K(X) et soit o € K un pdle de F' de multiplicité m € N*. Alors le coefficient A

ﬁ dans la DES de F vérifie A = [(X — @)™ F](a).
—

Il faut savoir le démontrer.

de I’élément simple

Propriété. Soit F' € K(X) une fraction rationnelle admettant un pole simple .

A
Si 3 est un représentant irréductible de F, alors le coefficient A de 1’élément simple — dans la
DES de F vérifie A — 2L
S'(a)

Il faut savoir le démontrer.

Généralisation : (hors programme) On suppose que car(K) = 0.
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A
Soit F' € K(X) dont a € K est I'un des poles,de multiplicité m. Si — est un représentant irréductible

S -
1 !
de I, alors le coeflicient A de I’élément simple —————— dans la DES de F' vérifie A = M.
(X —a) S(m) ()

Utilisation d’un développement limité : Soit F € C(X) et a un pole de F' de multiplicité m.

m

Ai . .
On peut écrire la DES de F sous la forme F(X) = g X—ar + G(X). La fonction rationnelle
—a K2

i=1
m

associée & G est continue en a, donc au voisinage de a, (t —a)™F(t) = Z Ni(t—a)™ " 4+ O((t —a)™).
i=1

On peut donc calculer les A; en effectuant un développement limité de (¢ — a)™F(t) au voisinage de

a puis en invoquant I'unicité du développement limité.

7 Application des fractions rationnelles au calcul intégral

7.1 Primitives d’une fraction rationnelle

Si F € R(X), pour calculer /F(t)dt, on décompose F' en éléments simples dans R(X).
On est ainsi ramené au probléme du calcul des primitives des éléments simples de R(X) :

aX +b
LOquue F(X) = m,

on décompose le calcul de / F(t)dt en celui de /

avec A =c? —4d < 0, A connaitre :
w'(t)

u(t)”
Pour ce dernier, on écrit X2 +cX +d = (X + %)2 +d— % =X -p?+q

dr
u(t)

dt, ot u(t) = 2+ ct +d, et celui de /

et on se ramene au calcul de / que ’on réalise en posant ¢ = tan u.

dt
(1+1t2)”

7.2 Fonctions rationnelles de sin et cos : hors programme
Pour calculer [ R(sint,cost) dt, ou R € R(X,Y) :

Cas particulier. fsinp tcos?t dt, avec p et ¢ pairs. C’est le seul cas ou on linéarise.

Cas général. On pose u = tan 5 Ppour se ramener & une primitive de fraction rationnelle.
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