DM 2 : un corrigé

Partie I : fonctions convexes

2
1°) Lafonction exp est deux fois dérivable sur R et, pour tout = € R, ) (e*) =e® >0,
T

donc exp’ est croissante et exp est bien une application convexe sur R.

2°) Soit z,y € I et aw € [0,1]. f et g étant convexes,

flaz+ (1 =a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y) et glax + (1 — a)y) < ag(z) + (1 — a)g(y),
or a et b sont positifs, donc af(ax + (1 — a)y) < aaf(z) + (1 — a)af(y)

et bg(ax + (1 — a)y) < abg(z) + (1 — a)bg(y), puis en sommant ces inégalités,
(af+bg)(ax+(1—a)y) < alaf+bg)(z)+(1—a)(af+bg)(y), ce qu’il fallait démontrer.

3°) Pour tout x € I, l'application t — f(x,t)¢(t) est continue sur [a,b], donc la
b
quantité J(z) = / f(z,t)p(t) dt est bien définie. Il reste & montrer que I'application

J est convexe sur I.

Soit z,y € I et a € [0, 1].

Pour tout ¢ € [a, b], par convexité de I'application z — f(z,1),

flax + (1 — a)y,t) < af(z,t) + (1 — a)f(y,t), puis en multipliant par () qui est
positif, on obtient f(ax + (1 — )y, t)(t) < af(z,t)e(t) + (1 — ) f(y,t)e(t) donc en

intégrant cette inégalité entre a et b, on obtient
b

J(ax+(1—-a)y) < / [af (2, 1) p(t) + (1 —a) f(y, t)p(t)] di = aJ (x) + (1 — ) J (y), par
linéarité de l'intégrale. Ceci prouve que J est convexe sur I.

4°) On intégre deux fois par parties :

2T
/ f(t)cos(t) dt = [f(t) smt]o —/ sintf'(t) dt
0 2
= [f'(t) cost]g" —/ 1" (t) cost dt
= f'(2m) — / 1" (t) cost dt

:/ () (1 — cost) dt,

0

or f est convexe, donc pour tout ¢ € [0,2x], f”(t) > 0 et on sait que, 1 —cost > 0. Par
2w

croissance de l'intégrale, on en déduit que / f(t)cos(t) dt > 0.
0
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5°) Pour tout x € [—1, 1], posons g(z) = xf(z). Ainsi g est une application deux fois
dérivable sur [—1, 1] et on calcule : ¢'(z) = f(z) +zf'(x) puis ¢"(x) = 2f'(x) + x f"(z).
2

Posons h(z) = g(z) — T b est une application deux fois dérivable sur [—1,1] telle

que, pour tout x € [—1,1], A"(z) = 2f'(x) + zf"(x) — 1 > 0. Ceci prouve que h est
convexe sur [—1, 1], donc en particulier que,

1 _
pour tout = € [—1, 1], §[h(x) + h(—z)] > h(%(x» = h(0) = ¢(0) = 0, donc en
1
intégrant on obtient : / (h(z) + h(—2z)) dz > 0.
0
h étant continue, elle possede au moins une primitive notée H.

L (H(~)) = H'(~x) = h(~2),

donc/o h(—2) dx:—H(—l)—(—H)(O):H(O)—H(—l):/ h(z) dz.

Ainsi I'inégalité précédente s’écrit / h(z) dz > 0.
—1

L2 2311 1 1 1 1
Or / — dx = [—} = —,donc 0 < / h(z) do = / xf(z) de — =, ce qui prouve
2 611 3 B B 3
1

1
que / xf(z) de > 3
6°) a) Pour tout n € N*, notons S( ) U assertion suivante : pour tout x1,...,x, € I,

pour tout Ay, ..., A\, € Ry telsqueZ)\ =1, Z)\xzel

=1 =1

Pour n = 1, pour tout x; € I et A\; € R, tel que A\; = 1, on a bien str Z Nx; =x1 €1,
i=1
ce qui prouve S(1).
Soit n € N*. On suppose S(n).
n+1
Soit @1, ..., € L et A, ..., A\y1 € Ry tels que Z)‘i = 1.
i=1

Posons a = Z Ai- Alors 1 — a = A\,41, donc « et 1 — « sont positifs. Ainsi a € [0, 1].

i=1
n+1

Supposons d’abord que a > 0. Alors Z)\ T, = &Z “z; + (1 — @)1, or d’apres
z 1
. % Z'— /\z - )\z
S(n), en tenant compte du fait que —:L:—zl, —uz; € I. De plus
(n) p q Zl - - - Zl - P
Tpt+1 € 1, donc d’apres la propriété admise en début d’énoncé,
n+1

Z)\xz—ozz-xz —Q)xpyq € 1.

Enﬁn sia= O alors 0 = A\ = = \p, donc A\, =1et
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n+1

Z NiT; = Tpyq € 1. Ainsi, on a prouvé S(n + 1) dans tous les cas.

i=1

D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N*, S(n) est vraie, ce qu’il fallait
démontrer.

6°) b) Pour tout n € N*, notons R(n) I'assertion suivante : pour tout xy,...,z, € I,

pour tout Aq,..., A\, € R tels que zn:)\i =1, f(gn: Az‘%‘) < z":/\zf(%)
=1 =1 i=1

Remarquons que cet énoncé a bien un sens d’apres a).

o Supposons d’abord que R(n) est vraie pour tout n € N*. Alors R(2) est en particulier
vraie, donc pour tout xj,z9 € I, pour tout A\; € [0, 1], en posant Ay = 1 — Ay, on a
>\17 >\2 S R+, donc d’aprés R(2>, f()\lxl + (1 - )\1)I2) S >\1f(.731) + (]. - /\1)f(l’2), ce qul
prouve que f est convexe.

o Réciproquement, supposons f est convexe et montrons R(n) par récurrence sur n.
Pour n = 1, pour tout a:l €l et \; € R, tel que \y =1, on a bien str

<Z Ni; ) = Z Aif(z;), donc R(1) est vraie.

Smt n € N*. On suppose R( ) Soit x1,...,Tne1 € L et A, .., Aup1 € Ry tels que
n+1 n+1

Z A= 1. f(Z )\ixi> = f(z NiZi + )\nﬂan). Posons o = Z A
=1 i=1 =1 i=1
Alors 1 — o = A\, 41, donc « et 1 — o sont positifs. Ainsi o € [0, 1],
or f est convexe, donc lorsque a > 0,

n+1 n n
i Y .
f(;&%) = f<0l; Exi + (1 - a)$n+1> < af(; E:BZ) + (1 — @) f(Zny1), puis
i Py
d’aprés R(n), en tenant compte du fait que Z — = E;l - 1,
— o) Q@
n+l n+1
(ZM) < az 2 £ (@) + Mg f (Ts) Z)\f ().

Enﬁn sia=0, alors O =\ = = \,, donc )\n+1 =1et

n+1 n+1
f(ZAm) = [(2ns1) Z)\ (@)

i=1
Ainsi, on a prouvé R(n + ) dans tous les cas.
7°) S’il existe ¢ € {1,...,n} tel que xl =0,
alors I'inégalité est vraie car <Hml) =0< — Z ;.

=1

Sinon, pour tout ¢ € {1,...,n}, x; > 0 et, par croissance des fonctions In et exp, on a



Cette derniere égalité est vraie d’apréézl’inégalité de Jensen, car la fonction —In est
convexe sur R’ . En effet, elle est deux fois dérivable et pour tout z > 0,

(~In)'(z) = 75 0.
&)

1+ <,£[1xk>

S|=

n 1
<TI0 +@)n] = 14 Tl < I ITi (k) 7))
k=1

= 1+ e% k=1 Inzk < e% > k=1 In(1+z)

0 1 &
—1 (1 %Zk=1ln””’ﬂ><— In(1
n(l+e _”Z n(1l+ xy)

( Zlnxk> < %if(ln(ajk))

ou f est application x — In(1 + €7), deﬁme sur R.

T

f est deux fois dérivable et, pour tout z € R, f'(z) = . j_
ex
, (14 e") — e®e” e’ , _
uis f"(x) = = > 0, donc f est convexe sur R et I'inégalité
puis f"(z) 01 Ate) > f vex g
de Jensen permet de conclure, appliquée a f et aux réels In(zy), ..., In(z,).

Partie 2 : fonctions log-convexes

9°) Posons f(x) = % f est une application de R* dans R et In(f(z)) = —3In(x).
On a déja vu que — In est convexe sur R, donc d’apres la question 2, In o f est convexe,
ce qu’il fallait démontrer.

10°)

© Supposons que f est log-convexe.

Soit z,y € I et a € [0,1]. Inof étant convexe,

In(f(azx+(1—a)y)) < aln(f(z))+(1—a)In(f(y)) donc en passant a ’exponentielle, qui
est bien croissante, f(ax + (1 — a)y) < et PUF@)+U=)n(fW) 'majs d’apres la question
1, la fonction exp est convexe, donc e®M/@EN+A-)W(FW) < qe(f@) 4 (1 — q)emW),
On en déduit que f(az+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y), donc f est convexe.

¢ L’application x —— x est clairement convexe sur R’ et est a valeurs dans R’ mais

1
Inof = In et In n’est pas convexe sur R car In"(z) = —— < 0. Ainsi, la réciproque
T



est fausse.

11°) f est log-convexe si et seulement si (C') : (Ino f) > 0. ,
T puis (1no (o) - Iy P
donc (C) <=V eI, f'(z)f(x) > f'(z).

12°) Pour tout x € R%, In[(fg)(x)] = In(f(x)) + In(g(x)), or d’apres la question 2, la
somme de deux fonctions convexes est convexe, donc x — In((fg)(x)) est convexe, ce
qui prouve que fg est une application log-convexe.

13°) Soit x € I. 11 s’agit de montrer que (f +g)"(z)(f +g)(x) > (f + g)'(x)*. Notons
(D) cette inégalité. En notant h au lieu de h(z), pour toute application h de I dans R ,
(D) <= f'f+g"g+ f'g+g"f > [+ +2f'g, or dapres la question 11, ff > f?
et ¢"g > ¢'*, donc pour obtenir (D), il suffit de montrer que f”g + ¢"f > 2f'q’.
On sait que (f'g—f¢')? > 0, donc en développant, 2fgf'g" < f?g>+ f2¢g'>, or & nouveau
f'f > [ et g"g > g donc 2fgf'g < f"fg*+¢"gf? puis en simplifiant par f(z)g(z)
qui est strictement positif, on en déduit que 2f'¢" < f"g + ¢"f ce qui conclut.
14°)
o Supposons que f est log-convexe sur I. Soit a € R. Pour tout = € I, In(g(z)) = ax,
or 'application z — ax est convexe sur [ car elle vérifie la définition de la convexité ;
dans ce cas en effet, I'inégalité a vérifier est méme une égalité. Ainsi g est log-convexe,
puis d’apres la question 12, gf est log-convexe.
o Réciproquement, supposons que, pour tout a € R, x — € f(x) est convexe sur I.
Fixons z,y € I avec x < y et t €]0, 1[. Posons z = tx + (1 — t)y. Par hypothese, pour
tout a € R, e**f(2) < te™ f(z) 4+ (1 —t)e™ f(y), donc
f(z) <’ f(a) + (1 = )2 f(y), or & — 2 = (1 — t)( —y) ety —z =1ty — ),
donc en posant g(a) = te® D@V f(z) 4+ (1 — t)e*@=2) f(y)), on a f(2) < g(a) pour
tout a € R.
On cherche a minimiser la quantité g(a) : g est dérivable sur R et
g(a) =t(1 = t)(x — y)[e?" Y f(z) — 02 f(y)], donc
§l@) =0 = 2100 f(z) = ear-2) f(y)

= a(l —t)(z —y) +In(f(z)) =taly — =) + In(f(y))

(/) -~ (/)

Y
D= IO e 41— ) = 1) < gfa). o
glag) = teURUI@NI F(z) 4 (1 — ¢)etinU@) -6 f(y)
—(59) "+ -0 (G
=tf(@) f)' ™ + A=) f) " fl2) = fo) fly)' ™
Ainsi f(tx + (1 —t)y) < etMUEI+A=OI(F®)) puis en passant au log, on en déduit bien
que f est log-convexe.

Pour tout z € I, (Inof) (z) =

Posons ag =



15°) On suppose a nouveau que f et g sont log-convexes. Soit a € R. z — e f(z)
et © — e“g(x) sont convexes, donc leur somme est également convexe :
x +— e (f+g)(x) est convexe pour tout a € R. D’apres la question précédente, f + g
est log-convexe.
16°)
o Soit z,y € [ et t € [0,1].
g est convexe, donc g(tz + (1 — t)y)
h est croissante, donc (h o g)(tz + (1 (1 (
De plus, h et convexe, donc h(tg(x) + (1 — t)g(y)) <th(g(x)) + (
On en déduit que (hog)(tx + (1 —t)y) <t(hog)(z)+ (1 —1t)(ho
démontrer.
¢ Une composée d’applications convexes n’est pas toujours convexe, ainsi que le prouve
le contre-exemple suivant; Posons f(z) = I et g(z) = e . f est une application de
R* dans R?, convexe car deux fois dérivable avec f”(z) =227 > 0 lorsque z > 0 et g¢
est une application de R dans R, convexe car deux fois dérivable avec ¢”(z) = e * > 0
pour tout x € R. g o f est une application de RY dans R.
Soit x € R%. On calcule (go f)'(z) = %e‘i puis (go f)'(x) = (— % + %)(3_;, donc
par exemple (go f)”’(1) = —e~! < 0, ce qui prouve que g o f n’est pas convexe.
17°)
o Supposons que Inof est convexe. Soit o € R*. Alors, d’apres la question 2, alnof
est encore convexe. De plus, d’apres la question 1, 'application exp est convexe et elle
est croissante, donc d’apres la question précédente ,f* = exp o (alnof) est convexe.
¢ Réciproquement, supposons que, f* est convexe pour tout a € RY.
Fixons z,y € I et t € [0, 1].
Pour tout a € R%, e?mUUat=0v) = fo(1p 4 (1 — t)y) < te®MU@) 4 (1 — ¢)exUW),
donc e (te+(1=0y) _ 1 < ¢(ea™UF@) — 1) 4 (1 — t)(e* W) — 1),
or pour tout A € R, en posant g(v) = e” pour tout v € R,
M1 M X0

P — ¢'(0) = A, donc en divisant par « U'inégalité précédente puis
en faisant tendre a vers 0, on obtient
In(f(tx + (1 —t)y)) < tln(f(z)) + (1 —t)In(f(y)), donc Inof est bien convexe.
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—t)h(g(y)).
9)(y), ce qu’il fallait

Partie III : Inégalité de Holder

18°)

¢ Soit ¢ € R*.

1 1 1 1 -1

—+—:1<:>—:1——:p—<:>q: P ,car p— 1 # 0. Ceci prouve que le
Poq q p p p—1

réel P T qui est non nul, est 'unique réel g tel que — + — = 1.

q
¢ On a vu que —In est convexe sur RY , donc par définition de la convexité,

—In(2+ %) < _zl) Inx — %ln y, d’ott I'on déduit 'inégalité demandée.



19°) a) Soit t € [a, b].
si f(t) # 0 et g(t) # 0, alors en appliquant la question précédente avec x = |f(¢)[P
FOF 0O o L ronpia oo 1
+ > —In|[f(O)]"l+-In|[g()]"] = In(|f ()9 (X)),
p q p AP . g
donc en passant a l'exponentielle, |f(¢)g(t)| < /)] + l9(0) .
q
Cette inégalité est encore vraie lorsque f(t) = 0 ou g(t) =0,

et on conclut en intégrant cette inégalité entre a et b.

ety = |g(t)|?, on obtient In <

b) Utilisons dés maintenant la notation définie en question 20.

o Premier cas : on suppose que || f|, = 0.

Alors t — | f(t)|P est une application positive, continue et dont I'intégrale entre a et
b est nulle, donc d’apres le cours, c’est 'application identiquement nulle. On en déduit

que f =0, donc dans ce cas, on a bien / [f()gt)] dt =0<0=1|Fflpllalls

On raisonne de méme lorsque ||g|/, = 0.
o Second cas : on suppose que ||f|l, > 0 et que ||g||, > 0. On peut alors appliquer

f(t)

I'inégalité de la question précédente en remplacant f par ¢ —

et g par

Al
t Plrg®)| dt 1 1 b 1 1 b
b ﬁ;||>'0“0btie“t: lﬁ!(f)llg(llg):! : _XHpr/ FOF ‘”*axugnq/ lg(®)I" dt
q a P q p q Ja
ISl dt _ 1 1 1
puis [ S — S < IfIIP + = x lgllf = =+ = =1, donc
o IflsNgllg ||f||p ol Hq T p g
/ lf()g(t)| dt < HprHqu, ce qu’il fallait démontrer.

b b
20°) |f + 9l = [ 1)+ 0P dt < [ 150+ gOr(A0] + lo(o))
b b
donc [+l < [ 17+ g®PIFO] de+ [ 17(6) + g®Pgle)] di. or dapres
b ¢ b 1
Vindgalivé de Holder, [ 17(0) + g(0)P 1) de < 71 ( [ 17(6) + g(0) 0 at)"
De plus 1% + % =1, dorlllc en multipliant par pg, ¢ +p = pqapuis (p — 1)qg = p. Ainsi,
b b 1
/ &)+ g1 f )] dt < 11, / £(2) + g(®)[F dt)" et de meme,

1
/ |f @)+ g Ha®)] dt < |lgll, / |f () +g(t)]? dt)q. On en déduit que

1 P
17+ gllg < (11l + gl / £0)+ 9P dt)" = (1f]+ gl f + gl
Si|lf +gll, = 0, on a clairement ||f + gll, < [|fll, + [lgll,-
Sinon, on peut diviser 'inégalité par || f + gH 5 qui est strictement positif, ce qui donne

_p
If+glp © < 1fllp + llgll- Or p— & = P = L =1, donc I'inégalité triangulaire est
établie dans tous les cas.



P q

21°) £+g:1,doncsil’onposep’:;etq’:;,ona§+$zletp'>1

(car ﬁ =1- & < 1). On peut donc utiliser la formule de Hélder avec p' et ¢'. Ainsi

b
\fallr = / FOIOr dt < (177 1w llgl e = / ) / 90

a
Ainsi, || fgllr < IfII5]gllf- On conclut en élevant cette megahte a la puissance *, ce qui

est correct car 'application z — z7 est croissante sur R,.

22°) Pour n € N¥, on note R(n) 'assertion suivante : pour tout py,...,p, € R% et

n n n
1 1
r € R% tels que E p_k =, pour tout f1,...,fn € E, on a H kaHr < H | fiellp -
k=1 k=1 k=1

Pour n =1, on a ;)1 = r, donc la propriété est évidente.
On suppose que n > 1 et que R(n) est vraie.

n+1
. r .
Soit p1,...,ppp1 € RY et 7 € RY tels que Zp_k = soit fi,..., for1 € E.
- 1 1
Notons 7' 'unique réel strictement positif tel que Z —=—.
P T
k=1
| 1 1 o : .
Ainsi, — + = —, donc, en posant f = H fr, d’apres la question précédente,
r Pn+1 r i)

n+1

| TT#|| = 17 % Faalle < 151l fusallp s or dapres B, (1]l < [T 1 ills done
k=1 k=1

n+1 n+1

H H ka < H | fellp,, ce qui prouve R(n + 1).
k=1 k=1



