DM 5 : corrigé

Probleme 1 : Topologies

1°) o Posons T = {(), X} : c’est bien un sous-ensemble de P(X), qui contient §) et X.
Soit I un ensemble et (U;);cr une famille d’éléments de 7. Ainsi, pour tout i € I,
Ul’ = @ ou UZ = X.
S’il existe i € I tel que U; = X, alors X C UU" C X, donc U U; = X € T. Sinon,
iel iel

alors UUi =0eX.

iel
Soit U,V € T.SiU ou V est égal & (), alors UNV =0 € T. Sinon, alors U =V = X,
donc UNV = X € 7. Ainsi, dans tous les cas, U U eTetUNVeT.
Ceci prouve que T est une topologie sur X. !
o Supposons maintenant que 7 = P(X). Alors toute partie de X est un élément de
T, donc les trois propriétés de I’énoncé sont vérifiées. Ainsi 7 est une topologie sur X.

2°) Pour n € N*, on note R(n) l'assertion suivante :

pour tout Aq,..., A, €T, AAN---NA,eT.

Lorsque n = 1, R(1) est clairement vraie.

On suppose que n € N* et R(n).

Soit Ay, ..., Ay € T. D’apres R(n), AyN---NA, €T,or T est une topologie, donc
(Ain---NA,)NA,1 €T,dou R(n+ 1) d’apres 'associativité de I'intersection.
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, R(n) est vraie, ce qu’il fallait
démontrer.

3°)

1. Toute assertion de la forme Vo € (), ... est vraie, donc () est un ouvert de R.

2. Pour tout x € R, Jx — 1,z + 1[C R, donc R est un ouvert de R.

3. Soit e € RY.. Alors a— £ ¢ [a,b] et a—§ €]a—¢,a+¢[, donc Ja—¢,a+e¢[Z [a,b].
Ceci prouve que [a, b] n’est pas un ouvert de R.

4. Soit x €la,b[. Ainsi x —a > 0et b—x > 0. Posons ¢ = min(z — a,b — ) € RY.
Soit y €]z —e,x + e[ Alorsy >z —¢ > x— (r —a) = a, donc y > a et
y<zx+e<ax+(b—x)=0>, doncy <b. Ainsi, y €]a,b[, ce qui prouve que
|x — e,z + €[Cla, b. Ainsi |a, b[ est un ouvert de R.



4°) Notons T l'ensemble des ouverts de R.
— D’apres la question précédente, ), R € T.
— Soit [ un ensemble et soit (U;);e; une famille d’ouverts de R. Posons V' = U U;.
i€l

Soit x € V. Il existe © € I tel que = € U;. U; étant un ouvert de R, il eexiste
e € R% tel que |v — e, 2+ ¢[C U; C V. Ceci prouve que V est un ouvert.

— Soit U et V deux ouverts de R. Soit x e UNV. xz € U et U est ouvert, donc il
existe 1 € R% tel que Jv — 1,2 + &1[C U. De méme, il existe e, € R% tel que
]ZE — E9,T + 62[C V.
Posons € = min(ey,e5) € R, Alors | — e, + €| Clo — 1,0 + &[C U et
|t —e,x+e| Clo —eq,x 4+ eo[C V, donc |z — e, +¢[C UNV. Ceci prouve que
U NV est ouvert.

5°)
— Pour tout i € I, ) € T; et X € T;, donc () et X sont éléments de ﬂ’ﬁ.
iel
— Soit J un ensemble et (U;),ec; une famille d’éléments de ﬂ T.
iel
Soit i € I : (Uj) ey est une famille d’éléments de 7;, qui est une topologie sur
X, donc U U; € T;. C'est vrai pour tout ¢ € I, donc U U, € ﬂﬁ.
jed jeJ iel
— Soit U et V deux éléments de m’ﬁ
icl
Soit i € I. U et V sont deux éléments de 7;, qui est une topologie sur X, donc
UNV eT. Ainsi, UnV € (T
iel
Ceci démontre que ﬂ 7T; est une topologie sur X.

el

6°) Notons A I'ensemble des topologies sur X qui contiennent A et posons Y = ﬂ T.

TeA
A est non vide car P(X) € A, donc l'intersection précédente est bien définie.

U est une intersection d’ensembles contenant A, donc U contient A.

U est une intersection de topologies, donc c’est une topologie d’apres la question
précédente. Ainsi, U € A.

De plus, si S est une topologie sur X contenant A, alors S € A, donc U = ﬂ T est

TeA
inclus dans §. Ainsi, & minore A au sens de 'inclusion.

U est donc bien la plus petite topologie sur X contenant A.



Probleme 2

1

1°) Avecn =1, UADB) A; N By. De plus, P(Ny) = {0, {1}}, donc

N ((UA)U(U 7)) = [(U)UCU =)] (U 4)UU )]

XeP(N,) i€ EN\X ' ich
orUA =0= UBz,donc ﬂ ((UA) ( )) BlﬂAl,
i€l i€ XeP(N,) ieX €N\ X
ce qui prouve (C).
2°)
¢ Soit x € E.
Supposons que x € (ﬂ FZ> UuaG.
iel
Si x € G, alors pour tout ¢ € I, x € F; UG, donc = € (](FZ UG).
iel
Sixz ¢ G, alors z € ﬂFi, donc pour tout ¢ € I, x € F}, puis x € F; UG et on a encore
iel
T € ﬂ(E U G). Ceci démontre que (ﬂFZ> UG C ﬂ(E UG).
iel iel iel
Réciproquement, supposons que x € ﬂ(E UG).
iel

Sixz e, alors x € (ﬂE) UG.
iel
Supposons maintenant que x ¢ G. Pour tout i € I, x € F; UG, donc x € F;. Ainsi,
x € ﬂE-, puis z € (ﬂE) UdG.
iel iel
Ainsi, dans les deux cas, = € (ﬂ E) U G, ce qui montre la seconde inclusion.
iel
o Sojt x € F.
x € (UFi>ﬂG <~ (reG)N(Fiel, z€F)
el
<~ (Jdiel, z€ F;,NG)
—=azelJENG)
iel
Ceci prouve que (UE) NG = U(E NG).
icl iel
3°)
XeP(Ny) ieXU{n+1} 1EN,\X
Ainsi, pour tout X € P(N,), il existe i € X U {n + 1} tel que x € A;, ou il existe
i € N, \ X tel que z € B;.



Soit Y € Q. Posons X = Y \ {n + 1}, de sorte que Y = X U {n + 1}. De plus
N, \ X =N,.1\Y, donc il existe i € Y tel que x € A;, ou il existe i € N, ;1 \ YV tel

que = € B;. Ceci prouve que x € <U Ai> U ( U Bi>, pour tout Y € Q,
i€y

€Ny \Y
donc z € ﬂ << U AZ-) U ( U BZ)> Ceci prouve que
YeQ = iey i€Np11\Y
N (U 9UCU s)en(Ua)U( U 5)).
XeP(Ny) i€eXU{n+1} €N\ X XeQ i€X €N, 11\ X
¢ Réciproquement, soit x € m (( U Ai) U ( U Bl>> Ainsi, pour tout
XeQ = ieX iENp 11\ X

Y € Q, il existe i € Y tel que x € A; ou il existe 1 € N,,41 \ Y tel que x € B;.
Soit X € P(N,,). Posons Y = X U{n+1}.Y € @ donc il existe i € Y = X U {n + 1}
tel que x € A;, ou il existe i € N1 1 \ Y =N, \ X tel que x € B;. On en déduit que

= ( U AZ-> U ( U Bi>, pour tout X € P(N,),

1€XU{n+1} 1€EN,\X
donc z € ﬂ << U Ai> U ( U B1>> , ce qui prouve l'inclusion réciproque.
XeP(Np) ieXU{n+1} 1€EN,\ X

4°) L’initialisation de la récurrence provient de la question 1.
Soit n € N*. Supposons que (C,,) est vraie.

Considérons deux nouvelles parties A, 1 et B,y; de E et montrons (Cyy1).
n+1 n

U (A;NB;) = [LJ(AZ N B@)} U (Apy1 N Byyt), donce en utilisant (C,),

i=1 =1

Uanso=[ N (Ua)U( U 8))]0 A B
i=1 XeP(N,) i€X 1€N,\X

nAJrl?rs, d’apres la question 2,

Uansy= N [(UA)U( U B))uAenBe).
i=1 XeP(Ny) i€X iEN,\X

Or d’apres la question 2, si F,G et K sont des parties de F,
FUGNK)=(FUG)N(FUK). Donc

Utans) - ) QN | [ ((g(A) J( HX B)UAun)
ﬂ((U 4;) U<, U BZ-) U Bn+1)].

];l)ﬁprés la commutativité de la rlegl)fnion, e

i—LJ1 (Ai i Bi) - XEQNTL) [ (<ieXE{Jn+1} Ai) U (ieI\EJ\X Bl>>
NUAUC_ U - 8))]



D’apres la question précédente,

U= [0 ((UU(Y )
NLN (UaUC U 2))

or P(N,41) = QUP(N,,), car une partie de N,,;; contient n+1 ou (exclusif) ne contient
pas n + 1. Ainsi, par commutativité de 'intersection,

7:U+11(Ai = XEQE)’(Nn) <<zgf Ai) U <iENEJ1\X BZ)>
=N (YUl U s))

ce qui prouve Ci, 1.

5°) Soit = € U(Al N B;). 1l existe alors iy € N, tel que x € A;; N B;,.

i=1
Soit X € P(N,). Si ig € X, alors x € U A; et siig ¢ X, alors z € U B;. Donc
1€eX 1€EN,\ X
dans tous les cas, x € (U AZ-> U( U Bi>. C’est vrai pour tout X € P(N,,), donc
19.¢ €N\ X
= N ((UHUCU 5))
XeP(N,) i€X iEN,\X

Pour démontrer I'inclusion réciproque, on procede par contraposée : on suppose que
n

x ¢ U(A’ N B;). Ainsi, on a =~(Ji € N,,, (z € 4;) A (x € B;)),
i=1
donc pour tout i € N,,, x ¢ A; ou x ¢ B;.
Posons X ={i € N,, / z ¢ A;}.
Alors pour tout i € X, x ¢ A; et, lorsque i € N, \ X, x € A; donc = ¢ B;. On a donc

cest-a-dire =[(Fi € X, x € A;)V(Fi € N,\X, z € By)]. Ainsi, = ¢ (U A,-) U( U BZ),

i ) ((UAU(U 5) :

XeP(N,)  i€X iEN\X
6°)
cxe(JA, «=Viel, JjeJ zeA;,
iel jeJ

= Viel, 3f(ti)eJ, € A
— 3feF(,J), Yiel, A u

T c U ﬂAzf

feF(,J)iel
ce qu’il fallait démontrer.



¢ Appliquons la propriété que 'on vient de démontrer en remplacant les parties A; ;
par leurs complémentaires dans F, notées A_” : ﬂ UA_” = U ﬂAl (i), donc

iel jeJ FEF(1,J) el
d’apres le cours, U ﬂ A= ﬂ U A; (i), puis U ﬂ A= ﬂ U A; )
el jeJ feF(,J)iel i€l jeJ feF(,J)iel

7°) D’apres la question précédente, en posant J = {0, 1},
U(Ai,o NAij1) = ﬂ U A p )
i€l feF(1,{0,1}) i€l
Soit x € U<Ai’0 N Ai,1)~ Soit X € P( )
icl
Osite X

Notons f I'application définie sur I par : pour tout i € I, f(i) = { Isiiel\ X

AlorstUAzf (UA“’)U< U Am)-

el 1e\X
C’est vrai pour tout X € P(I), donc z € m << U AZ()) U < U AM)).
XeP(I ieX €\ X
Réciproquement, soit x € ﬂ (( U A; 0) U ( U Am))-
XeP(I)  ieX i€N\X

Soit f € F(I,{0,1}). Notons X ={i €I/ f(i) = 0}.
Alors x € ( U Ai70> U < U Ai,l) = UAi,f(i). C’est vrai pour tout f € F(I,{0,1}),

ieX i€N\X iel

donc x € ﬂ UAZf

feF(1,{0,1}) i€l
En conclusion, on a montré par double inclusion que

U(A 0NAip) = ﬂ ((UAZO)U< U Azl))
i€l i€ e\ X

En particulier, lorsque I Nn, qui est bien non vide, on retrouve la propriété (C,,), en
remplagant A; par A; et A;, par B;.



