Feuille d’exercices 4.
Corrigé de deux exercices.

Exercice 4.11 :

1°) Soit X,Y,Z € P(E).

EclI(F)et XNE=XNE, donc XRX.

On a clairement XRY <— YRX.

Supposons que XRY et que YRZ :

Il existe ;G € I(E) telsque XNF=YNFetYNG=2ZNG.

Alors XN(FNG) = (XNF)NG = (YNEF)NG = (YNG)NF = (ZNG)NF = ZN(FNG),
or, en notant A le complémentaire dans F d’une partie A de E, ona FNG = F UG.
F,G € I(E), donc F et G sont finies. On en déduit que FNG € I(E), donc que XRZ.
Ceci prouve que R est réflexive, symétrique et transitive, donc c’est une relation
d’équivalence.

2°) Soit X,Y € P(E).

o Supposons que XAY est fini. Posons F' = XAY : F € I[(E).

Soit # € X NF. Alors x € X et © ¢ XAY, donc z € X NY. Réciproquement, si
reXNY,alorsz € Xetez ¢ XAY,donc XNF =XNY.Deméme, YNF =Y NX,
donc XNF =Y NF, avec F € I(E). Ceci prouve que XRY.

o Réciproquement, supposons qu'il existe F' € I(E) tel que X NF =Y NF.

Soit x € XAY.Siz € F,alorsx € XNFoubienxz € YNF,doncx € XNY, ce qui
est faux car x € XAY. Ainsi, XAY C F ce qui prouve que XAY est fini.

Exercice 4.13 :

Existence :

Pour n € N, on note R(n) l'assertion selon laquelle I'entier n admet une écriture
factorielle.

Pour n = 0, on prend p = 0, en convenant qu’'une somme vide est nulle.

Ceci montre R(0).

Pour n > 0, on suppose R(k) pour tout k € {0,...,n}. Montrons R(n + 1).

{m € N/m! < n+ 1} est non vide et majoré par n + 1, donc il admet un maximum
noté p. Ainsi, pl <n+1< (p+ 1)

{z € N*/plz < n + 1} est non vide et majoré par p, donc il admet un maximum noté
xp. Ainsi, plz, <n+1 < pl(xz, +1).



Ainsi, 0 <n+1-plz, < p! <n+1. On peut donc utiliser R(h) avec h =n+1—plz, :

q

il existe g € N, z1,...,2 € Navec 0 < a3, < ket 2, # 0 tels que h = Zk!xk.
k=1

¢! <qlzy < h<pl, donc g <p. Orn+1=h+plz, dott R(n+1).

On a donc montré 'existence.

Unicité :

Lemme :

Pour tout p € Net zy,...,2, € Navec 0 <z <k, Zk'xk (p+1)! =1, avec égalité

k=1
lorsque pour tout k, x = k.

Démonstration du lemme :Par récurrence sur p : ok pour p = 0. On suppose le lemme

p+1

démontré pour p € N. Alors Zk‘xk p+D)=14+(p+D(p+1)=(p+2)!-1.
k=1

De plus, lorsque pour tout k, x; = k,

p+1
alors Zk'xk p+IN=1+(@+lp+1)=(p+2)! -1

On a blen montré R(p + 1).

Premiere méthode : Une démonstration directe :
Soit n € N. On suppose que n possede deux écritures factorielles :
q

p
n= Z[L’kk‘! = Z hlyp.
k=1 h=1 ,

Si g < p, alors d’apres le lemme, n = Z Rlyn < (¢ + 1)! < p! < n, ce qui est faux. On

h=1
raisonne de méme si p < ¢, donc p = q.
p

Si maintenant x, < y,, alors n = Zxkk! < pl+ plx, = pl(x, + 1) < ply, < n, ce qui
k=1
est faux, donc z,, = ¥,, puis on conclut en inscrivant ceci dans le cadre d’une récurrence

forte sur n.

Seconde méthode : Par un argument combinatoire : Pour tout n € N, notons
An:{(xh“'?wp)/l §p<n7Vk€ {17"'7p}a OSxk‘ S l{f,ﬁp%O}
Pn : A, — ﬂl,n' — 1]]

P
(1,...,2p) +— Zk!xk

k=1
©n est bien a valeurs dans [1,n! — 1] d’apres le lemme, elle est surjective d’apres la
démonstration de I'existence. L'unicité correspond a l'injectivité de ¢,,, ce que I'on peut
démontrer en prouvant que #A, = #[1,n! — 1] =n! — 1.

n—1

et

Or #A, = Zp!p =n! — 1 d’apres le cas d’égalié du lemme.

p=1
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