Résumé de cours :
Semaine 8, du 6 au 7 novembre.

1 Applications
1.1 Généralités

Définition. Une fonction f de E dans F est un triplet f = (E, F,T), ou E et F sont des ensembles
et ou I' est une relation binaire sur E x F telle que
Vee E, Vy,z€ F, (xT y)A(zT z) = (y = 2), c’est-a-dire telle que pour tout x € E, il existe au
plus un y € F en relation avec . On note alors “y = f(z) 7 au lieu de = T' y ou bien (x,y) € T.
— Le domaine de définition de f est {x € E/3y € F, z T y}. On le notera Dy.
— Une application de E dans F' est une fonction telle que Dy = E.
— FE s’appelle I'ensemble de départ de f et F' I'ensemble d’arrivée.
— T s’appelle le graphe de f. I' = {(z,y) € E x F/z T y} = {(z, f(z))/x € Dy}.
— Lorsque y = f(z), otz € Eety € F,
— on dit que y est I'image de = par f et
— que x est un antécédent de y par f.

Propriété. Soit f une fonction de E vers F' et soit g une fonction de E’ vers F’. Alors f = g si et
seulement si £ = E', F = F', Dy = D, et pour tout € Dy, f(z) = g(x).

Définition. Soit E et I deux ensembles. La famille (e;);c; d’éléments de E indexée par I est I'unique
application de I dans E dont le graphe est {(i,e;)/i € I}. Il s’agit d’une autre fagcon de noter une
application, parfois mieux adaptée.

Définition. Une suite est une famille d’éléments indexée par N, ou éventuellement par
{n € N/n >ng} (o ng € N).

Définition. Si F et F sont deux ensembles, le triplet (E, F,}) est une fonction de E dans F, que
I’on appelle la fonction vide. Elle est définie sur 0.

Le triplet (@, F, () est une application & valeurs dans F', appelée 'application vide.

La famille (d’éléments de E) (e;);cg désigne lapplication vide (0, £, 0)), que 'on appelle aussi la famille
vide d’éléments de F.

Notation. L’application identité sur F est définie par : Va € E, Idg(z) = x.

Définition. Soit F un ensemble et A une partie de F. L’indicatrice de A dans E est l'unique
application, notée 14, de E dans {0,1} telle que 14(z) =1siz € Aet 14(z) =0siz € E\ A

Propriété. Soit E un ensemble et A et B deux parties de E. En définissant naturellement la somme,
la différence et le produit de deux applications de E dans R, on vérifie que : 1p\a = 1p — 14,
1anp=1alpet lyup=14+1—14.1B.

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit f une application de E vers F'. On suppose que F' est muni d’une relation d’ordre <.
Soit A une partie de F. Les majorant, borne supérieure, minimum etc. de f sur A sont par définition
les majorant, borne supérieure, minimum etc. de f(A).
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Définition. Soit I un ensemble quelconque et soit (f;);cs une famille d’éléments d’un ensemble F.
On suppose que F' est muni d’une relation d’ordre <. Les majorant, borne supérieure, minimum etc.
de (f;)ier sont par définition les majorant, borne supérieure, minimum etc. de {f;/i € I}.

Notation. On note F(E, F) ou bien F'¥ 'ensemble des applications de E dans F.
FT est donc aussi ’ensemble des familles indexées par I d’éléments de I’ensemble F.

Définition. Soient E et F' deux ensembles, E’ une partie de E et F’ une partie de F.

— Soit f une application de E dans F. La restriction de f & E’ est 'unique application de E’
dans F telle que Vo € E', f|p(x) = f(z).

— Soit f une application de E’ dans F. On appelle prolongement de f sur E toute application g
de F dans F telle que g|gr = f.

— Si pour tout z € E, f(x) € F’, la corestriction de f & F’ est 'unique application de E dans F’
telle que : pour tout z € E, f|F (x) = f(z).

— Si, pour tout x € E', f(z) € F’, f\g: désigne I'application de E’ dans F’ telle que, pour tout

z € B, (flg)(@) = f(x).

Définition. Soit f une application d’un ensemble E dans lui-méme. Une partie A de E est stable
par f si et seulement si elle vérifie I'une des propriétés équivalentes suivantes :

— Vz e A, f(x) €A,

— f(A) C A,

— f|4 est définie.

Définition. Soit f une application de E dans F' et g une application de F' dans G. La composée de
g et de f est Punique application g o f de F dans G définie par : Vo € E, (go f)(z) = g(f(x)).

Associativité de la composition : Soit f une application de E dans F', g une application de F
dans G et h une application de G dans H. Alors ho(go f) = (hog)o f. On peut donc noter hogo f
cette fonction.

1.2 Applications croissantes et décroissantes

Définition. Soit f une application d’un ensemble ordonné (F, <, ) dans un ensemble ordonné (F, <,.).
— [ est croissante si et seulement si [Va,y € B, x <,y = f(z) <, f(y)]-
— [ est strictement croissante si et seulement si Vz,y € B, = <,y = f(z) <, f(y).
— f est décroissante si et seulement si elle est croissante de (F,<,) dans (F,>,).
— [ est strictement décroissante si et seulement si Vz,y € E, © <,y = f(z) >, f(y).
— f est monotone si et seulement si f est croissante ou décroissante.
— f est strictement monotone si et seulement si f est strictement croissante ou strictement
décroissante.

Propriété.

— La composée de deux applications croissantes est croissante.

— La composée de deux applications décroissantes est croissante.

— La composée d’une application croissante et d’une application décroissante est décroissante.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit f et g deux fonctions de R dans R.

— Si f et g sont croissantes, alors f + g est croissante.

— Si f et g sont décroissantes, alors f + g est décroissante.

— Si f est croissante, — f est décroissante.

— Si f et g sont & valeurs positives et croissantes (resp : décroissantes), alors fg est croissante
(resp : décroissante).

— Si f et g sont & valeurs strictement positives et sont strictement croissantes (resp : strictement
décroissantes), alors fg est strictement croissante (resp : strictement décroissante).
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Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit f et g deux applications d’un ensemble E dans un ensemble ordonné (F, <). On
écrit f < g si et seulement si , pour tout z € E, f(z) < g(x).
On définit ainsi une relation d’ordre sur F(E, F).

1.3 Images directes et réciproques

Définition. Soit f une application de F dans F'.
— Si A est une partie de E, I'image directe de A par f est f(A) = {f(z)/x € A}.
Ainsi, Vy € F, y€ f(A) <= [Fx € A, y= f(z)].
f(A) est 'ensemble des images par f des éléments de A.
— Si B est une partie de F, I'image réciproque de B par f est
F~YB) 2 {z € E/f(x) € B}. Ainsi, Vz € E, z € f~1(B) < f(z) € B.
f71(B) est I'ensemble des antécédents par f des éléments de B.

Propriétés des images directes : Soit f une application de E dans F', (A;);cr une famille de parties
de E, A et A’ deux parties de E.
— ACA = f(A) C f(A).
—(UJa) =U s
i€l i€l
— f(ﬂ Ai) C ﬂ f(A;), mais 'inclusion réciproque est fausse en général.

i€l i€l
— f(E\ A) D f(E)\ f(A), mais I'inclusion réciproque est fausse en général.

Il faut savoir le démontrer.

Propriétés des images réciproques : Soit f une application de E dans F, (B;);cr une famille de
parties de F', B et B’ deux parties de F'.
— BC B = fYB)c fY(B.

— i (Us)=Urm.

i€l iel
o f—l(ﬂ Bz) — ﬂf_l(Bz)
i€l el

— fFUF\B)=E\ f7(B).

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Avec les notations de la propriété précédente,
AC f7Hf(A) et f(f~1(B)) C B, mais les inclusions réciproques peuvent étre fausses.
Il faut savoir le démontrer.

1.4 Injectivité et surjectivité

Définition. Soit f : E — F. f est injective si et seulement si Vz,y € E, [f(z) = f(y) = = =1y,
c’est-a-dire si et seulement si, pour tout couple d’éléments distincts de F, leurs images sont différentes,
ou encore si et seulement si tout élément de F' possede au plus un antécédent.

Définition. Soit f : E — F. f est surjective si et seulement si Vy € F, Iz € E, y = f(z),
c’est-a-dire si et seulement si f(E) = F, ou encore si et seulement si tout élément de F possede au
moins un antécédent.

Définition. On dit que f est bijective si et seulement si f est injective et surjective, c’est-a-dire si
et seulement si tout élément de ’ensemble d’arrivée possede un unique antécédent dans I’ensemble de
départ.
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Propriété. Soit f une application de E dans F. Sur E, on définit la relation binaire R par :
2Ry < f(x) = f(y). R est une relation d’équivalence. Alors 'application fo BE/R — [(E)

: : T — f()
est une bijection.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. La composée de deux injections est une injection.
La composée de deux surjections est une surjection.

La composée de deux bijections est une bijection.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.
Si g o f est injective, alors f est injective.
Si g o f est surjective, alors g est surjectif.

Définition et propriété :

o Soit f une bijection de E dans F. Pour tout y € F, notons f~!(y) 'unique antécédent de y par f.
Alors f~! est une bijection de F dans E, appelée la bijection réciproque de f.

o On vérifie que fo f~' = Idp et f~1o f = Idg.

© Réciproquement, s’il existe une application g de F' dans E telle que fog = Idp et go f = Idg,
alors f et g sont des bijections et g = f~ 1.

o (fy =T

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Sif : E— Fetg : F — G sont bijectives, alors (go f)™! = f~log™!.
Remarque. La notation f~!, pour une application f, est utilisée selon deux sens différents, qu’il est
important de bien distinguer :
— Lorsque f est une application quelconque de E dans F', si B est une partie de F, alors
FU(B) = {z € E/f(x) € B}.
— Lorsque f est une bijection de E dans F, pour tout y € F, f~!(y) est 'unique antécédent de
y par f.
En particulier, dés que I'on utilise une expression de la forme f~1(y) ot y est un élément de 'ensemble
d’arrivée de f, on suppose nécessairement que f est une bijection.
Lorsque y € F, il importe de bien distinguer f~!(y) qui représente, pour une bijection f, I'unique
antécédent de y, et f~'({y}) qui représente, pour une application f quelconque, I’ensemble des
antécédents de y. Cet ensemble peut étre vide lorsque f n’est pas surjective, il peut contenir plus
de deux éléments lorsque f n’est pas injective.

Propriété. Si f est une bijection de E dans F, alors pour tout B C F, f(f~!(B)) = B et, pour tout
ACE, f7H(f(4) = A.

Propriété. (HP) Les applications injectives sont simplifiables a gauche et les applications surjectives
sont simplifiables & droite.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Si E # (), alors f : E — F est injective si et seulement si il existe g : F — E telle
que go f = Idg.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. f : E — F est surjective si et seulement si il existe g : F' — FE telle que fog = Idp.
Il faut savoir le démontrer.
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2 Lois internes

Définition. Une loi interne sur E est une application f de E x F dans E. Dans ce contexte la
notation préfize “f(xz,y)” est remplacée par la notation infivze “x f y”, ot z,y € E.
On dit que (F, f) est un magma (hors programme).

Définition. Soit A une loi interne sur F. A est associative si et seulement si pour tout z,y,z € E,
(x Ay) A z=2x A (y A z). Ondit alors que (E,A) est un magma associatif. Dans ce cas, si
Z1,...,2p € B, laquantité z; A 9 A --- Az, ne dépend pas des différentes facons de la parenthéser.

Définition. Soit A une loi interne sur E et soit e € E. On dit que e est un élément neutre de (E, A)
si et seulement si, pour tout ¢ € E, x A e = e A x = x. Si F posséde un élément neutre, il est unique.
On dit alors que (E,A) est un magma unitaire, ou bien uniféere.

Définition. Un monoide est un magma associatif unitaire. Il est commutatif, ou abélien, si et seule-
ment si pour tout z,y, xt A y =y A .

Remarque. 'usage est de confondre le monoide (E, A) et 'ensemble sous-jacent E.
Notation. Si (E,A) est un monoide d’élément neutre e, on convient que
1 Azg A -+ Ax,=e, lorsquep=0.

Définition. Soit (E, x) un monoide d’élément neutre 1g et x € E. On dit que z est inversible a
droite (resp : & gauche) si et seulement si il existe y € E tel que yr = 1g (resp : xy = 1g).

Si z est inversible a gauche et a droite, il existe un unique y € F tel que zy = yx = 1g. On note
1

y =a -, c’est le symétrique de z.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété.

Si x et y sont inversibles dans le monoide (E, x), alors 2y est aussi inversible et (zy)~! =y~ lz~ 1.
Définition. Un groupe est un monoide dans lequel tout élément est inversible.

Définition. On appelle anneau tout triplet (A4,+,.), o A est un ensemble et o “+” et “.” sont

deux lois internes sur A telles que
e (A, +) est un groupe abélien (I’élément neutre étant noté 0 ou 04),
e “” est une loi associative, admettant un élément neutre noté 1 ou 14,
e la loi “.” est distributive par rapport a la loi “+”, c’est-a-dire que
V(z,y,2) € A3 z.(y+2) = (z.y) + (z.2) et (z +y).2 = (2.2) + (y.2).
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