DM 11. Corrigé

Partie I : Nombre de surjections entre ensembles finis

1°)

o Notons S l'ensemble des surjections de N,, sur N,, et notons P l’ensemble des
partitions ordonnées de N,, en m classes.

Soit f € S. Pour tout z,y € N,,, convenons que = R y si et seulement si f(z) = f(y).
D’apres 'exemple canonique du cours, R est une relation d’équivalence sur N,,, donc
ses classes d’équivalence constituent une partition de N,,. Or la classe d’équivalence de
zest fL({f(x)}). f étant surjective, N,,/R = {f~1({i})/i € N,,}. Ainsi, si 'on pose
o(f)=(f*{1}),..., f1({m})), on définit une application de S dans P.

¢ Montrons que ¢ est bijective.

Soit f,g € S telles que o(f) = v(g).

Soit x € N,,. z € f7'{f(x)}) = g *({f(x)}), donc g(x) = f(x). Ainsi, f = g. Ceci
prouve que ¢ est injective.

Soit A = (Ay,...,A,) € P. Six € Ny, il existe un unique i € N,,, tel que z € A;. On
peut donc poser ¢ = f(x). Ceci définit une application f de N,, dans N,,, surjective car
chaque A; est non vide. Pour tout ¢ € N,,,, par définition de f,

'{i}) ={z eN,/f(z) =i} = A;, donc ¢(f) = A, ce qui prouve que ¢ est surjective.
¢ Notons P’ 'ensemble des partitions de N,, en m classes. Notons ¥ 'application de
P dans P’ définie par U(Ay, ..., A,) = {A1,..., An}.

Soit B ={A,...,A,} € Plet B=(By,...,By) € P. Ay,..., A, sont deux a deux
distincts, ainsi que By, ..., By, donc ¢(B) = E <= [J0 € S, Vi €N,,, B; = Ay»)].
On en déduit que |1 (E)| = |S,,| = m!, donc d’apreés le principe des bergers,

|P| = ml!|P'|.

En conclusion, le nombre de surjections de N,, sur N,,, est égal a |S| = m!S)".

2°) D’apres le cours, [NN»| = m™. D’autre part, pour construire une application quel-
conque f de N,, dans N,,, on peut choisir le nombre k& € {1,...,m} de valeurs atteintes
par f dans N,,, puis 'ensemble A de ces valeurs atteintes, ce qui revient a choisir k

éléments parmi m (

TZ) choix), puis on choisit f parmi les surjections de N,, dans A,

m
au nombre de k!S* d’aprés la question précédente. Ainsi, m"™ = Z (ZZ) (k1S™).
k=1



3°) a) Pour tout f € N,

fFEELN - NE, < YjeN, k¢ f(N,) < f(N,) C N\ {k1, ..., ke}, donc
Eg,N---NEg, est exactement 'ensemble des applications de N,, dans N,,, \ {k1, ..., ke}.
Ainsi, d’apres le cours, |Ey, N---N Eg,| = (m — )™

b)
o Formule du crible : Soit n € N*. Notons R(n) 'assertion suivante : pour toute famille
(F1,...,F,) de n ensembles finis, | U Fy| = Z (=)l ﬂ F|.

k=1 ACP(N,)\ {0} icA
Lorsque n = 1, P(Ny) \ {0} = {1}, donc R(1) se résume a |Fy| = |F}]|.
Lorsque n = 2, R(2) est une formule du cours : |Fy U Fy| = |Fy| + |Fa| — |F1 N Fy.
Supposons R(n) (et n > 2) et montrons R(n + 1). Soit (Fi,..., F,41) une famille de

n+1
n + 1 ensembles finis. | U Fi| = |Fh U U Fy| donc d’apres R(2),
k=1 =1
n+1
Uni= U B+ |Fosal = 1P 0 Bl = | U Fil + Pl — U w1 V)
k=1
donc d’apres R(n) ppliqué deux fois,
n+1
UE = >, OO B+ Faal = ) )PP (OY(FN P
k=1 ACP(N)\{0} icA ACP(N,)\{0} icA
- COMIO R Y DRI R
AP\ (0) icA ACP(Np 4 1)\{0} icA
n+l€A
= Z (=DM () E,
ACP(Nnt1)\{0} icA

ce qui prouve R(n + 1).
o f n’est pas une surjection de N,, dans N,, si et seulement si il existe k € N,,, tel que
k ¢ f(N,), donc I'ensemble des surjections de N,, dans N, est égal a N\» \ U Ek.

k€N,
Ainsi, d’apres la formule du crible ,
mlS"  =m" — | U Ek|
k€N,
=m" =) (1! > |E;,N---NE;|
k=1 1<y <ig<--<ixg<m
S S ey
k=1 1<dy <ig < <ip <m
=m" =Y (=D m = k)"{(ir,. k) € NF/L <y <dp < - < <m},
k=1
m _ N k . m
donc m!S" =m —|—;( 1)¥(m — k)" ( >_k2; (k;)
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Partie 1II : Formule d’inversion de Mobius

4°) Soit f,g € A. Soit n € N*.
Notons Ey = {d € N,,/d | n} et Ey = {(d,d') € N2/dd' = n}. L’application ¢ de E;
dans Fy définie par ¢(d) = (d,2) est une bijection, dont I'application réciproque est

' d
(d,d") — d. Pour tout (d,d’) € Ey, posons aay = f(d)g(d').
Ainsi, (f T g)( Z ad,z Z ay(d), donc en posant ¢ = ¢(d), on obtient que
1<d<n deF;

d divise n

fT )= a= > [fldg(d)

ceEs> 1<d,d'<n
dd'=n
5°)
o (fTg) Z f(d , donc en posant (e, ¢’) = (d',d), on obtient
1<d,d’<n
“dd'=n
(f T g)( Z f(e , puis en renommant les variables,
(fT g)n Z f(d)g(d)=(g T f)(n). Ainsi, f T g=g T f, donc T est une loi
1<d’/,d<n
dd’:n

interne commutative sur A.

o Notons e : N* — Z I'unique application telle que e(1) = 1 et e(n) = 0 pour tout
n > 2. SoithAetnEN*

(fTe)n)= > f(d f(n)e(1) = f(n), donc f T e=f=eT f.

1<d,d'<n
dd/:n

Ainsi e est I’élément neutre pour la loi 7.
o Il reste a montrer que T est assoc1at1ve Soit f,g,h € A, soit n € N*,

FT (9T n) = Y fld)gTh)(d)
1<d,d'<n
d/—
= Y fd) > gla)h(B)
1<d,d'<n 1<a,B<d!
dd’:n apf=d

= Z f(d)g(a)h(B) (par sommation par paquets).

1<d,d’,a,B<n
d’—n ,af=d’

Posons Fy = {(d,d’,a,8) € N2 /dd' = n,af = d'} et Fy = {(d,«, ) € N3 /da = n}.
L’application ¢ de F; dans F» définie par ¢(d,d’,a, f) = (d, «, B) est une bijection,
donc en posant G(q,q,8) = f(d)g(a)h(ﬁ) pour tout (d, a, 3) € Fy, on obtient

[f T (g T h)l(n) = Z o(dd 0,B) = Zac

(dvdlvaug)EFl cely
Ceci montre que [f T (g9 T h)|(n) = Z F(d)g(d)h(d").
1<d,d’,d""<n
dd/d//:n

Ainsi f T (g T h) ne dépend pas de l'ordre de (f, g, h).
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En particulier, f T' (9 T h) =h T (f T g), puis par commutativité,
fT (9T h)=(fTg)T h. Ceci prouve l'associativité.

6°) a) Soit n € N* avec n > 2.
k

Soit d un diviseur de n. Ainsi, il existe f31,..., 0 € N tels que d = pr avec 3; < oy
i=1
pour tout i € Ny. Sil existe ¢ € N tel que 5; > 2, alors pu(d) = 0, donc les seuls
diviseurs d de n pour lesquels u(d) # 0 sont de la forme d = H pi, ou I C Ng, et dans
iel

ce cas, pu(d) = (1M,

L’application [ — H p;i est donc une bijection de P(Ny) dans I'ensemble des diviseurs
iel

d de n tels que p(d) # 0. Ainsi, par changement de variable,

(T z)(n) = Z p(d) = Z (—1)"!, puis par sommation par paquets,

1<d<n ICNy,
\

k k
T z)(n) = —1)h = k) —1)" = (1 = 1)* d’apres la formule du binéme
WT =3 (1) ;(hm (11 dap
de Newton. Or k£ > 1, car n > 2, donc (u T z)(n) = 0.

De plus (u T 2)(1) = p(1)2(1) =1, donc u T' z = e.

T étant commutative, ceci prouve que z est I'inverse de p pour la loi T'.

b) Soit f,g € A. 1l s’agit de montrer que f =g T z<=g=uT [ :
Sif=gTzalorsuT f=pT (2T g)=uTz)Tg=eT g= g et réciproquement,
sig=pT fialorsgT z=(fTpu)Tz=fT (uTz)=fTe=Ff.

7°) a) o Soit ¢ un mot de longueur n. Alors pour tout i € N,,, ¢(i +n) = ¢(i), donc
¢ R ¢ : R est une relation réflexive.

o Soit ¢ et ¢’ deux mots de longueur n tels que ¢ R ¢'. Ainsi, il existe p € N* tel
que, pour tout i € N,,, ¢'(7) = (i + p).

Il existe ¢ € N* tel que —p = ¢ [n]. Alors, pour tout i € N,,, p(i) = ¢'(i—p) = ¢'(i+q),
donc ¢' R ¢ : R est une relation symétrique.

o Soit @, ¢ et ¢’ trois mots de longueur n tels que ¢ R ¢ et ¢ R ¢". 1l existe
p,q € N* tels que, pour tout i € N,,, ¢'(i) = p(i + p) et ©"(i) = ¢'(i + q). Alors, pour
tout i € N,,, ¢"(i) = ¢(i + ¢+ p), donc ¢ R ¢” : R est une relation transitive.

¢ En conclusion, R est une relation d’équivalence.

b) ¢ Lors de la définition d’une période p d’'un mot circulaire @, I’énoncé sous-entend
que la propriété “Vi € N,,, ¢(i) = ¢(i + p)” ne dépend que de B. Démontrons-le :
Soit ¢, ¢’ deux mots de longueur n tels que @Ry’ : il existe ¢ € N* tel que, pour tout
i € Ny, ¢'(i) = (i + q).

Supposons de plus qu’il existe p € N* tel que, pour tout i € N,,, p(i) = p(i + p).
Alors, pour tout i € N,,, ¢'(i) = p(i+q) = ¢(i +q¢+p) = ¢'(i + p), ce qui fallait
démontrer.
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¢ Notons P I'ensemble des périodes de . D’apres les définitions de I’énoncé, n € P,
donc P est une partie non vide de N*. A ce titre, elle possede bien un minimum, que
I’on note py.

¢ Par division euclidienne de n par py, on peut écrire n = poq + r avec ¢ € N et
0<r<pyg.

Pour tout i € N,,, ¢(i) = ¢(i + n) = (i + 7 + pog) = ¢(i + ), car on peut montrer
par récurrence sur g que, pour tout ¢ € N*, ppq est une période. Ainsi, si r est non nul,
c’est un élément de P avec r < py = min(P). C’est impossible, donc r = 0 et p, divise
n.

c) Notons M,,,, 'ensemble des mots circulaires de longueur n et de période primitive
[ Mpn — My,
? — gy,
définie et que c’est une bijection. Ainsi, le nombre de mots circulaires de longueur n et
de période primitive p ne dépend pas de n, tant que n est un multiple de p. On peut
donc le noter M(p), et M € A.
Notons f : N* — Z définie par f(n) = m" et g : N* — Z définie par g(p) = pM (p).
Il s’agit donc de montrer que g = T f, ou bien d’apres la question 6.b, que f =g T z,
¢’est-a-dire que, pour tout n € N*, m” = Z dM(d).

1<d<n
d| n

Soit n € N*. Pour tout d € N* tel que d | n, notons My, 'ensemble des éléments de
N,,"" dont le mot circulaire associé admet d pour période primitive.
Alors (1) : N, = |_| M.

1<d<n
d| n

p. Alors on peut vérifier que 'application est correctement

Md,n — Md,n
— P

F~'({r}) est de cardinal d : en effet, si g = r, les mots de la classe d’équivalence sont
les o : i— p(i+k),ouk €{0,...,n—1}, mais ¢ = @), avec k # h si et seulement
si |k — h| est une période de B, donc @ = {o, 1, ..., P41} et ces éléments sont deux
a deux distincts.

Ainsi, d’apres le principe des bergers, |My,| = d|Mag,| = dM(d). Alors la formule (1)
donne, en passant aux cardinaux, m” = Z dM(d), ce qu'il fallait démontrer.

1<d<n
d| n

Par ailleurs, si I’on note F' 1’application , pour tout r € Myg,,
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Partie III : Utilisation de fonctions génératrices

8°) Soit m € N* et z € R. Soit N € N*. D’apres la question 3.b,

ZS— LSSy () b = S () g
done nee Ao k=0 n=0

n 1 m
— "l Notoo ml £~ k

|
! o
d’apres la formule du binome de Newton. Ceci prouve que la série E S,T—' est conver-
n!
o " 1
m” (T m
gente et que E S p iy (e —1)™.

n=0

9°) Soit n > 3. Notons Z, I'ensemble des injections de N,,. Alors
2) : Zo= | | Zin o0 i = {f € T,/ f(n) = i}.

1<i<n
Lorsque ¢ = n, pour construire une involution f de Z,, ,, telle que f(n) = n, il suffit de
construire sa restriction a N,,_; qui est une involution de Z,,_;, donc |Z,, ,,| = I,—1.
Lorsque i € {1,...,n — 1}, pour construire une involution f de Z;,, telle que f(n) =1
et donc f(i) = n, il suffit de construire sa restriction a N,,_; \ {i} qui est une involution
sur un ensemble de cardinal n — 2, donc |Z; ,,| = I,,—o. Ainsi, en passant aux cardinaux
dans la formule (2), on obtient que I,, = I,,_1 + (n — 1)1,,_».

+oo +o0o
d" k!
10°) Soit n € N. D’apres I'énoncé, f™)(r) = g akd—(xk) = g akmxk_",
" —n):
k=0 k=n

donc f™(0) = nla,.

11°) Soit n € N. L’ensemble des involutions de N,, est inclus dans I’ensemble S,, des
permutations de N,,, donc I,, < |S,| = nl.
1 — TN +1

1—r — 1-—r7r

N N
I :
Soit r €]0,1[. Soit N € N. E —'7“" < E r' = , donc la suite
n!
n=0

n=0
I, , . .y . . I, ,
E —r est une suite majorée, mais elle est aussi croissante car —r > 0, donc
n!" / NeN n!

n—=
elle est convergente, ce qui prouve que S(r) est défini.

12°) Soit z €] — 1,1[. 1l existe r €]|z|,1[. D’apres la question précédente, S(r) est
défini, donc d’apres la question 10, 'application S est de classe C* sur | — r,r[. En
particulier, S est dérivable en x et, toujours d’apres la question 10,
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=, d
S/(;L’) = Z% o d(L’ nZ::I n— 1 ZIR+1 ',dOIlC

+0o " "
(@) =T+ ha+ Y (In+nl,- 1)n _11+12x+21—+x21 —por Iy =1let
n=2 n=2 )

I, = 2,donc S'(z) = 1422+ (S(z)—z)+xS(x) = (1+x)+S(x )(1—|—x) (1+2)(S(x)+1).

13°) Notons g : x+—— (S(x) + 1)6_’5_%. g est dérivable sur | — 1,1] et
g (z) = e 7 (S (x) + (S(x) + 1)(=1 — x)) = 0, donc g est une application constante
sur | — 1,1[. Or g(0) = 1, donc pour tout = €] — 1,1[, S(x) = e** 7 — 1.

14°) Soit n € N*.
+00
22 I, . .
Pour tout z €] — 1,1[, e**2 — 1= S(x) = g —'x", donc d’apres la question 10,
n!
n=0

— S)(0), puis d’apres la formule de Leibniz,
SV 0 VKA ~(n\d, 2
(k) [dm"—k(e) dxk(”ﬂ(()):z(k) [@(62)}(())‘
k=0 k=0
2 RPN | o=
Par ailleurs, ez = ;(?) I = nz_oana:", avec Qo, = ﬁ et as,11 = 0, pour tout
. ) & .
n € N. Ainsi, toujours d’apres la question 10, pour tout k € N, [d (e 7)} (0) = Klay,

L3]
1 n!
donc I, = Z (2k> (2k)! s ok LI z%m

0<2k<n

I
I
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