DM 13 : un corrigé

Probleme 1 : fractions continues

Partie 1 : notations.

1°) © @ est bien défini et zy € R,

Pour n € N, supposons que z,, est bien défini et que z,, € R . Alors, avec les conventions

I 1 —
de I’énoncé, {z,} € Ry, puis x,,,1 = —— est bien défini et appartient a R.

‘TTL
Ainsi, d’apres le principe de récurrenie, %a suite (2, )nen est bien définie, en tant que
suite d’éléments de R
o Alors I’énoncé permet bien de définir a,, = |z, | € R,.
o On convient naturellement que, pour tout = € Ry, 400 +x =z + (+00) = +o0.
Alors, pour tout s,t € Ry, la quantité s + % est définie et appartient & R
o Soit k € N. Notons R(k) I’assertion suivante : pour tout s, ..., s, € R, la quantité
S0, ..., 5k est définie et appartient & R .
Soit s € R,. Alors [sg] = so est défini et appartient & R, donc R(0) est vraie.
Soit k& € N. Supposons R(k). Soit sg, ..., ski1 € R,
D’apres le point précédent, s;, + ﬁ est défini et appartient & R, donc d’apres R(k),

_ 1
(805 Sk41] = [307 o Sk=1, Skt 5

Le principe de récurrence permet de conclure.

} est défini et appartient & R,

2°) Pour tout n € N, on note R(n) la propriété suivante : © = [ag, @1, - .., Ap_1, Ty].
Initialisation : On a [z] = xy = x, ce qui démontre que R(0) est vraie.
Hérédité : Fixons n € N tel que R(n) est vraie et démontrons R(n + 1). On a

1
[ag, a1, ..., Qn_1, Qn, Tpi1] = |Go,a1,. .., GQpn_1,a, +
CEn—i—l
- [CL(], a1,...,0p-1, anJ + {xn}]
= [ao, aiy...,0n-1, %]

=x par hypothese de récurrence,
ce qui démontre que R(n + 1) est vraie.

D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, x = [ag, a1, . .., Gp_1,Ty).



Partie 2 : Fraction continue d’un rationnel.

3°) Les divisions euclidiennes effectuées correspondent & ’application de 1'algorithme
d’Euclide. Comme u Av = 1, cet algorithme se termine par un reste égal a 1 suivi d'un
reste nul. Ainsi, I’algorithme d’Euclide justifie 'existence de d € N tel que ry = 1 et

rir1 = 0.
The
4°) o Pour tout k € {0,...,d}, on note S(k) la propriété x; = k1
Tk
To— U
Initialisation : On a — = — = x = xo donc S(0) est vraie.

To (%
Hérédité : Fixons k € {0,...,d — 1} tel que S(k) est vraie et démontrons S(k + 1).

Tk—1 Qr X Tk + Thi1 Tk+1 Tk+1 o
On a = o= g+ 2 avee 0 < 22 < 1, car dans la division
Tk T T T
euclidienne ry_1 = qx X 1 + Tgr1, on a 0 < rpyq < Tge
Tk—1 Tk+1
De plus ¢ € N, donc ¢ 1 % = £+
Tk T
N . Tk4+1 Tk
Par hypotheése de récurrence, cela donne {x;} = —— et donc zy,1 = = —,
Tk {o} e

Donc S(k + 1) est vraie.
T
D’apres le principe de récurrence, pour tout k € {0,...,d}, z), = iy
Tk
o Pour tout k € {0,...,d}, on a

_ X
0 = |ze] = {rk 1J _ {(]k m+7‘k+1J _ {Qk—FTHIJ .

Tk Tk

puisque 0 < Tk+1 1. Donc Vk € {0,...,d}, ar = q.
Tk
¢ On constate alors que
1 1 1

Ta41 = (2a} = {Tj{—;l} = (ras1}

= % (car 14—y € N¥)

—= —|—OO’
ce qui permet de démontrer (a I'aide d’une récurrence immédiate) que
pour tout Vk > d + 1, x, = a = +00.

(car rq = 1)

5°) D’apres la question 2, x = [ag, a1, . . ., G4, Tay1], donc
T =q,q1,---,qd, +X] =2 =[q0,q1,---,qa-1,94), ce qu’il fallait démontrer.
. 355 16 1 1 355
6) OnC&lCllle1—13—3+m—3+@—3+7_’_—i,d0nC1—13—[3,7,16].
16 16

7°) L’ensemble {n € N / a, = +00} est une partie non vide de N, donc il admet un
plus petit élément. Comme ag # +00, on sait que ce plus petit élément est supérieur
ou égal a 1 . Cela nous permet de 1’écrire d+ 1 ou d € N.



On a donc Vk € {0, ...,d}, ar € N et ag.1 = +oo. Il s’ensuit que x4, = +oc.
D’apres la question 2, on a donc

x = |ag,a,...,aq,Tq11] = lag, a1, .., aq,+00] = [ag, ai, ..., aq).

On a donc montré que x = [ag, ai, ..., a4-1,a4] avec ag, . ..,aq € N.

Des lors, x s’écrit a ’aide d’un nombre fini de fractions d’entiers empilées, donc x € Q...

Partie 3 : Fraction continue d’un irrationnel.

8°) ¢ Soit n € N. Supposons que {z,} = 0. Alors z,,11 = 400, puis a,4; = +00, ce qui
est faux. Ainsi, pour tout n € N, {x,,} €]0, 1], donc pour tout n € N*, z,, > 1 et donc
a, = 1. Cela implique que Vn € N, ¢,41 = @ni1Gn + Gn-1 = ¢n + Gn_1. Comme gy = 1,
on en déduit par récurrence que Vn € N, g, > 1. Il s’ensuit que Vn € N*, g, 11 > ¢».
Par conséquent, (qn)@l est strictement croissante.
¢ Par récurrence, on en déduit que, pour tout n € N*, ¢, > n.
En effet, on a vu que ¢; > 1, et si ¢, > n pour un certain n > 1, alors comme ¢, 11 > ¢y,
on a ¢,y1 > n, donc g, 1 >n+ 1.
On en déduit que ¢, — +o0.

n—-+oo

9°) ¢ On a vu que, pour tout n € N*, a, € N*. On en déduit par récurrence que, pour

tout n € N, pour tout t € R%, [ay, ..., an,,t] est défini et appartient a R .

o Pour tout n € N, on note R(n) la propriété suivante :
Pn—1
Pn + y
vVt € R*_’_, [(lo, ai,...,An_1, an7t] = — T
qn +

Initialisation : Soit t € R*.. On calcule :

p_ 1
1 p0+71 Clo-i-;

lag,t] = ag+ = et =
t qd-1 0

Hérédité : Soit n € N. Supposons R(n) et montrons R(n + 1). Soit ¢t € R*.

1
= Qp + Z, d’Ol\J_ R(O)

1
»
[ag, a1, ..., Qn_1,0n, Gpi1,t] = |:a0a A1y, ap—1,0p, Apy1 + ik donc d’apres R(n),

1
(anJrl + ;) Pn _’_pnfl

[aoaala--'7an717an7an+17t] = 1
(an-‘rl + _) dn + dn—-1

t
DPn
An41Pn + Pn—1 + ?
dn

An+19n + @1+ ?

ce qui démontre que R(n + 1).



Le principe de récurrence permet de conclure.
¢ Dans la formule précédente, on fait tendre ¢ vers +o0o. On obtient alors le résultat :
lag, a1, ... ,an_1,a,] = Pn.

dn
10°) Pour tout n € N, on note R(n) : ppgn_1 — Gnpn_1 = (—1)".
Initialisation : On a poq_1 — qop—1 = a9 X 0 — 1 x 1 = —1 = (=1)" d’out R(0).
Hérédité : Fixons n € N tel que R(n) est vraie et démontrons R(n + 1) . On calcule
Prt1Gn = Gni1Pn = (@ni1Pn + Pn1) @n = (@ni1@n + Gn1) Pn = — (Pn@n—1 — @uPn-1), donc
d’apres R(n), priiGn — quiiPn = (—=1)""2 ce qui démontre que R(n + 1) est vraie.
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, ppgn_1 — @upn_1 = (—1)""1.
Cette égalité est une relation de Bézout. D’apres le théoreme de Bézout, on en déduit

que p, et ¢, sont premiers entre eux pour tout n € N et donc que la fraction Pn est
dn
irréductible.

11°) < Pour tout n > 1, on a

Pon—1 DPan Pon—192n — q2n—-1P2n —(—1)2"“ 1 N ‘s SRTY
- = = = ou la troisieme égalité

Q2n—-1_ Qon Q2n—192n 42n—192n 42n—192n

découle du résultat de la question précédente.

Comme lim ¢, = +0o0, on en déduit que Pen-1 P2n — 0.
oo Q2n-1  Q2n n—+o0

o Pour tout n > 1, on calcule

Pnt2  Pn _ Pnt2dn = dni2Pn

Gn+2 Adn dn+24n
o (an+2pn+1 +pn) qn — (anJrQQnJrl + Qn)pn
n+24n
_ ny2 (Poy1Gn — Gni1Pn)
n+29n
Apyo(—1)" N . "
= npa(=1)" d’apres la question précédente.
Gn+24n
2n+2 2 2n+1 2n—1 . s 2
Donc Pant2 _ Don > 0 et Pani1 _ Pan < 0, ce qui démontre que (&) est
2n+2 d2n Q2n+1 42n—1 Q2 /) p>1
. . Pon—1 . Lo
strictement croissante et que (L est strictement décroissante.
Q2n-1/ p>1
12°) o Soit n € N*. La fonction ¢t — [ag, aq, ..., as, 1, as,, t] est décroissante (car t
est en dessous d’un nombre impair de traits de fraction). Il s’ensuit que
[a07 ai,...,A2p—1, A2n, x2n—|—1] 2 [a07 ai,...,0A9p—1, Q2n, —I—OO],
or d’apres la question 2, [ag, ay, ..., Gon_1, Gon, Tont1] = T
DPaon DPon
et [ag, a1, ..., aon_1, a2, +00] = [ag, a1, ..., aon_1,a2,) = —, donc x > —.
R . q2n‘ 2n
De méme, la fonction t — [ag, ay, . .., Gon_2, G2,—1, t] st croissante (car t est en dessous
d’un nombre pair de traits de fraction).
Il s’ensuit que [ag, ay, . . ., Gan—2, Gon—1, Ton] < [a0, a1, . . ., G2n_2, Q2n_1, +00],

NPT DPon—1
c’est-a-dire que = < .

qon—1




. P2 Pan—1
En conclusion, Vn € N*, == <o < =2,

4on d2n—1
2n

. P .. . ., ..
¢ La suite (— est ainsi croissante et majorée, donc elle converge, vers une limite
q2n / n>1

que 'on notera temporairement z~. De méme, la suite (

Pon—1 , .
= est décroissante et
n>1

q2n—1
minorée, donc elle converge, vers une limite que 1’on notera temporairement z™.

En passant & la limite dans ’encadrement précédent, on obtient 2~ < z < z™.

2n—1 2 o . _ o
Pany _ Pon — 0, donc par unicité de la limite, = = 2. Ainsi,

Qon—1  {2p M+
v <zx<az ,doncx=z =z .

De plus on a vu que

.. . P2 Pan—1 p
Ainsi, les deux suites (—" et (—— converge vers z, donc — — x : c’est
q2n 7/ n>1 Jon—1/ n=>1 Qp n—+0o0
un résultat classique, que I'on peut démontrer en passant aux ¢ :

Soit € > 0. Il existe Ny, Ny € N* tels que,

pour tout n > N; (c’est-a-dire 2n > 2Vy), Pan_ x‘ <c¢et,
G2n
pour tout n > Ny (c’est-a-dire 2n — 1 > 2N, — 1), Pan-1 x‘ <e.
Gan—1

On en déduit, en distinguant le cas ot n est pair de celui ou n est impair, qu’en posant

N = max(2Ny, 2N, — 1), pour tout n > N, Pn _ 3:‘ < g, ce qu’il fallait démontrer.

n

13°) Soit n € N*. D’apres la question 10, p,11Gn — Gnr1Pn = (—1)", donc en divisant

n n -1)" ’ . .
pPar ¢nGnii, Poil  Pn _ (=1 . On en déduit, en notant d la distance dans R, que

n+1 qn qngn+1

d(&, an) < < -, car d’apres la question 8, la suite (gn)n>1 est croissante.
qn  Gn+1 qndn+1 dy a

Or pour tout n > 1,@ <z <
q2n q2n—1

impair, on en déduit que pour tout n € N, d(:c, &) < d(&, an), donc pour tout
an dn  Qn+1
1

g

Pon—1

, donc en distinguant les cas ou n est pair ou

Dn
€T — —

an

n e N7, <

Probleme 2 : ensembles pairs

1°) Par hypothese, il existe une bijection f de FE dans F. On suppose que E est pair.
IT existe une partition par paires de E que 'on notera &.
Notons F = {f(P) / P € £}. 1l suffit de montrer que F est une partition par paires
de F'.
— [ étant injective, pour tout P € &, |f(P)| = |P| = 2, donc f(P) est une paire
de F'.
— Soit P, Q" € F tel que P' # Q.
Il existe P,Q € & tels que P = f(P) et Q' = f(Q).
P # @', donc P # Q.



Supposons que P’ N Q" # 0, c’est-a~dire que f(P) N f(Q) # 0. Alors il existe
y € f(P)N f(Q), donc il existe p € P et ¢ € Q tels que y = f(p) = f(q). [ est
injective, donc p=qge€ PNQ = 0.
C’est impossible donc P’ N Q" = f(P) N f(Q) = 0.

— D’apres le cours, U f(P)= f( U P> = f(F) = F, car f est surjective.

Pe€ Pe€
Ceci démontre que F est une partition par paires de F', donc que F' est pair.

2°) Posons F = {{2n,2n+ 1} / n € N}.
— Pour tout n € N, {2n,2n + 1} est une paire de N;
— Soit n,m € N tels que n # m. Sans perte de généralité, on peut supposer que
n<m.Alorsn <m-—1, donc 2n < 2m —2. Ainsi, 2n < 2n+1 < 2m < 2m-+1,
donc {2n,2n + 1} N {2m,2m + 1} = 0.
— On sait que N = U {2n,2n + 1}, car tout entier est pair ou impair.

neN
Ceci démontre que F est une partition par paires de N, donc N est pair.

3°) Posons F = {{A, A} /| AC E}.

— Soit A C E. E étant non vide, il existe x € E. Si v € A, alors x ¢ A, donc
A # Aetdeméme, siz ¢ A, alors x € A, donc A # A. Ceci montre que {4, A}
est une paire de F';

— Soit P,Q € F. Il existe A, B € P(E) tels que P = {A, A} et Q = {B, B}.
Supposons que PN Q # 0. Alors A € Q ou A € @, donc il y a 4 possibilités :
A=DB,A=DB,A=BouA= B, qui se regroupent en seulement 2 possibilités :
A= B ou A= B. Dans chaque cas, on a bien P = {A, A} = {B, B} = Q.

On a montré que PNQ # 0 = P = Q,
donc par contraposée, P # Q = PN Q = (.
— Soit A € P(E). Posons Q = {A,A}. Alors A € Q et Q € F, donc A € U P.
PeF
L’inclusion réciproque étant évidente, on a montré que P(FE) = U P.

PeF
Ceci démontre que F est une partition par paires de P(F), donc P(E) est pair.

4°) Soit E un ensemble fini pair. Il existe une partition par paires {A,..., A} de

E ot m € N (celle-ci contient nécessairement un nombre fini de paires sinon F serait
m

= Z |A;| = Z 2 = 2m ce qui démontre que F
i=1

=1

infini). Des lors, on a |E| = “_IAI
i=1

est de cardinal pair.
Réciproquement, considérons un ensemble fini £ de cardinal pair 2m ou m € N. On

peut énumérer ses eléments de sorte que E = {1, xa, ..., Tom_1, Tom }. Alors 'ensemble
{{z1, 22}, ..., {T2m_1, Tom }} est une partition par paires de F, ce qui démontre que E
est pair.

Ainsi, un ensemble fini est pair si, et seulement si, son cardinal est pair.

5°) ¢ Soit E un ensemble de cardinal 2m, ou m € N*.



FE est non vide, donc il possede au moins un élément que 1'on note e.

Pour construite une partition par paires de E, on choisit un élément f dans E \ {e}
(il y a 2m — 1 choix) afin de constituer la paire {e, f}, puis on complete {{e, f}} en
choisissant une partition par paires de E \ {e, f} (il y a a,,_1 choix). On obtient donc
(2m — 1)a,,—; partitions par paires de E.

Par conséquent, pour tout m € N*| a,,, = (2m — 1)a,_1.

o De plus ag désigne le nombre de partitions par paires de ), or Py(0)) = (), donc F = )

est 'unique partition par paires de E = (). Ceci prouve que ag = 1.
m

Par récurrence, on en déduit alors que, pour tout m € N, a,, = H(Qk: — 1) (en
k=1

convenant que le produit vide est égal a 1).

En multipliant et en divisant par le produit des nombres pairs de 2 a 2m, il vient, pour

2m)!
tout m € N, a,, = @m) x @m (_Zl))x SRV T Chaque facteur du dénominateur
: (2m)!
de factorise par 2 pour donner : Vm € N, a,, = gm”
ml2m

6°) Lorsque € € II(E), notons ¢(€) = {f(P) / P € £}. D’apres la premiere question,
¢ est une application de II(E) dans II(F).

De méme, pour tout F € II(F), notons ¥(F) = {f~1(Q) / Q € F}. Toujours d’apres
la premiere question, W est une application de II(F') dans II(E).

On vérifie que ¢ o U = Idypy et W o ¢ = Idyg), donc ¢ est une bijection de II(E)
dans II(F'), dont ¥ est la bijection réciproque.

7°) ¢ Lorsque o est une bijection de F dans FE, il est clair que (o) est une partition
par paires de F, donc ¢ est bien une application de S(£) dans II(E).

Soit F € II(E). On a vu en question 4 que |F| = m. Notons Pi,..., P, les éléments
de F, deux a deux distincts. Pour tout ¢ € N,,, notons o(2i — 1) et ¢(2i) les deux
éléments de P;. Ainsi, E = {o(1),...,0(2m)}, donc o est une bijection de E dans E
et F = ¢(0). Ceci démontre que ¢ est surjective.

¢ Reprenons les notations du point précédent. Pour construire ¢’ € S(F) telle que
p(0’) = F, on peut d’abord choisir une fagon d’ordonner P, ..., P,, sous la forme
Py, ..., Pramy, ol f est une bijection de N,,, dans N,,, soit m/! choix, puis pour chaque
i € Ny, on choisit pour ¢/(2¢ — 1) I'un des deux éléments de Pj(;), soit 2 choix, I'autre
élément étant alors noté o’(24). Ainsi, le nombre d’antécédents de F par ¢ est constam-

ment égal a m!2™. Alors, d’apres le principe des bergers, |II(E)| = |S('E)| = (2m)!.
mi2m ml2m

De plus, si F' est un ensemble de cardinal 2m, il est en bijection avec E, donc d’apres

la question précédente, le nombre de partitions par paires de F' est égale a celui de F.

(2m)!

ml2m’

8°) Posons 29 = z. Comme FE \ {x¢} # 0, il existe x; € E'\ {0}

Comme E \ {zg,z1} # 0, il existe 5 € E \ {xg, 71}, etc. On construit ainsi (par

récurrence) une suite (xy),y d’éléments de E, distints deux a deux.

Ainsi, on a établi a nouveau que a,, =



p: E — E\{z}
Considérons 'application y — Try1 Sl existe £ € N tel que y = =,
Y sinon
C’est une bijection puisqu’on voit que sa réciproque
¢: E\{z} — F
est y — { Tr_1 sjil existe k € N* tel que y = zy,
Y sinon

9°) L’ensemble {{—z,2} / z € R} est une partition par paires de R*. Donc R* est
pair. Or, d’apres la question précédente, R et R* sont équipotents. De plus, d’apres la
question 1, deux ensembles équipotents ont la méme parité. Donc R et R* ont la méme
parité. En conclusion, R est pair.

10°) Posons € = U F. Montrons que £ est un majorant de I' dans II.

Fer
Si F €T, alors F C & par définition de €. Ainsi € est un majorant de I dans P(Py(E)).

Il reste a montrer que £ appartient a II.

Chaque F appartenant a I' est constitué de paires d’éléments de E. Par conséquent, £
est constitué de paires d’éléments de E.

Soient P; et Py deux paires distinctes d’éléments de E appartenant a £. Il existe alors
Fi,Fe € T tels que P, € F; et P, € F5. Comme ' est totalement ordonnée, on a
F1 C Fo ou Fy C Fi. Pour fixer les idées, on suppose que F; C Fy. Des lors, P; et
P, appartiennent a F5. Et comme Fj est constitué de paires d’éléments de F qui sont
disjointes, on en déduit que P; et P, sont disjointes. On a ainsi démontré que toutes
les paires d’éléments de E qui appartiennent a £ sont disjointes. On en déduit que £
appartient bien a II. En conclusion, £ est un majorant de I' dans II.

11°) L’ensemble & est constitué de paires d’éléments de E qui sont disjointes.

Notons F' = U P. Ainsi, £ est une partition par paires de F'. Il s’agit donc de montrer

Pe€
que F' = E, ou bien qu’il existe un élément = de E tel que F = E \ {z}.

Raisonnons par I’absurde en supposant que F' # E et que, pour tout x € F,

F # E, donc il existe a € E tel que a ¢ F. Mais F' # E\ {a}, donc il existe b € E\ {a}
tel que b ¢ F. Alors F C E \ {a,b}. Dans ce cas, £ L {{a,b}} est aussi un élément de
I1, strictement plus grand que &, ce qui est impossible car £ est maximal.

12°) D’apres la question précédente, E est pair ou bien il existe x € F tel que E\ {x}
est pair, mais d’apres la question 8, il existe une bijection entre E et F \ {z}, donc
d’apres la premiere question, lorsque E \ {z} est pair, E est aussi pair.

En conclusion, on a montré que tout ensemble infini est pair.



