Résumé de cours :
Semaine 13, du 11 décembre au 15 décembre.

Groupes et anneaux (fin)

1 Morphismes d’anneaux (fin)

Propriété. Soient A et B deux anneaux et f un morphisme d’anneaux de A dans B.
Pour tout a € A, pe Net n € Z, f(na) =nf(a), f(a?) = f(a)P.
Si a est inversible, alors f(a) est inversible et f(a™) = f(a)". En particulier, f(a=!) = f(a)~ .

Propriété. La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme d’anneaux.
Propriété. Si f est un isomorphisme d’anneaux, f~! est encore un isomorphisme d’anneaux.

Propriété. Soient (A,+,,.,) et (B,+5,.,) deux anneaux et f : A — B un morphisme d’anneaux.
L’image directe par f de tout sous-anneau de A est un sous-anneau de B.
L’image réciproque selon f de tout sous-anneau de B est un sous-anneau de A.

Définition. Soit K et L deux corps et f une application de K dans IL. On dit que f est un morphisme
de corps si et seulement si c’est un morphisme d’anneaux.

Propriété. (hors programme) Un morphisme de corps est toujours injectif.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit f : K — L un morphisme de corps.
Si K’ est un sous-corps de K, alors f(K’) est un sous-corps de L.
Si I/ est un sous-corps de L, alors f~*(IL') est un sous-corps de K.

2 Les anneaux produits

Définition. Soient n € N* et ((A;, +,.))ic(1,...,n} une famille de n anneaux.

L’anneau produit de cette famille est (A4,+,.), ot A = Ay x --- X A, et ol les lois “47 et “.” sont

définies par : pour tout = (z1,...,z,) € Aet y = (y1,...,Yn) € 4,

’QZ’ +y= (xl + Y1, T +yn) et x.y = (xl-yla o axnyn)‘

pi: A — Az
(a1,-..,an) +— ay

Définition. Pour tout i € N,,, la ;¢™m¢ projection, est un morphisme

surjectif d’anneaux.
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3 Les idéaux

Définition. Une partie I d’un anneau A est un idéal de A & gauche (resp : & droite) si et seulement

sil#0,V(x,y) €I? x+yecletV(ny) 6 x.y €1 (resp : yx € I).
On dit qu’'un idéal est absorbant pour le produit.
Lorsque I est un idéal a gauche et a droite, on dit que c’est un idéal bilatere.

Notation. Pour la suite, on fixe un anneau (4, +,.) que ’on suppose commutatif.

Propriété. Tout idéal est un groupe pour la loi “4”.

Propriété. Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. Alors ]1 cl<—=1= A\.

Propriété. Une intersection d’idéaux de A est un idéal de A.
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit B une partie de A. L’idéal engendré par B est Uintersection des idéaux de A
contenant B. C’est le plus petit idéal (au sens de 'inclusion) contenant B. On le note Id(B).

Propriété. Soient B et C' deux parties de A telles que C' C B. Alors Id(C) C Id(B).

n

Propriété. Si B est une partie de A, Id(B) = {Z a;b;/n €N, (a1,...,a,) € A", (b1,...,b,) € B"}.
i=1

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Un idéal I de A est principal si et seulement si il existe b € A tel que I = Id(b).

Définition. Un anneau est principal si et seulement si c’est un anneau commutatif, integre et dont
tous les idéaux sont principaux.

Théoreme. Z est un anneau principal.
Propriété. Soit I et J deux idéaux de A. Alors I 4+ J est un idéal de A.

Propriété. Soient A et B deux anneaux commutatifs et f: A — B un morphisme d’anneaux.
Ker(f) est un idéal de A et si I est un idéal de B, f~1(I) est un idéal de A contenant Ker(f).
Il faut savoir le démontrer.

4 7Z/nZ
4.1 Groupes quotients (suite et fin)
Théoréme. Soit (G, +) un groupe commutatif et H un sous-groupe de G. Pour tout z,y € G, on

convient que tRpyy < y—x € H. Alors Ry est une relation d’équivalence. On note G/H 1’ensemble
de ses classes d’équivalence.

En posant, pour tout z,y € G, T + 2+ y, on définit une loi “+” sur G/H pour laquelle G/H

/H

est un morphisme, que I'on appelle la surjection

Y
. G
est un groupe commutatif. De plus, .

5 Q

_>
'—)
canonique.

II faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit n € N. Dans (Z/nZ,+), on dispose des régles de calcul suivantes :
— Pour tout a,b €Z, a=b<=a=b [n],
— Pour a,b € Z, a+nb =7,
— 0= OZ/nZa
— pour tout k € Z, —k = —k,
— pour tout h,k € Z, h+k=h+Ek,
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— pour tout h,k € Z, hk = hk.

Propriété. Sin =0, Z/nZ est monogene non cyclique. Il est isomorphe & Z.
Tout groupe monogene non cyclique est isomorphe a Z.

Propriété. Sin > 1, Z/nZ est un groupe cyclique de cardinal n : Z/nZ = {0,1,2,...,n — 1}.
Si G = Gr(a) est un autre groupe cyclique de cardinal n, il est isomorphe & Z/nZ :
Z/nZ — (G,.) . .

T o o est un isomorphisme.

Il faut savoir le démontrer.

4.2 Anneaux quotients

Notation. On fixe un anneau commutatif (A4, +,.) et un idéal I de A.
Propriété. (A/I,+,.) est un anneau commutatif en posant, pour tout x,y € A Ty = T.7.

Propriété. Dans I'anneau Z/nZ, on dispose des régles supplémentaires de calculs suivantes :
— Eour tout h,k € Z, hk = h.k.
— 1= 1z/nz.

4.3 Propriétés spécifiques de Z/nZ

Notation. On fixe n € N avec n > 2.

Propriété. (hors programme) B
Les sous-groupes (resp : les idéaux) de Z/nZ sont les k.Z/nZ, ou k est un diviseur de n.
Théoréme. Soit k € Z. k engendre le groupe (Z/nZ,+) (resp : est inversible dans l’anneau

(Z/nZ,+,.)) ssi k An = 1. Dans ce cas, il existe u,v € Z tels que uk+vn=1et u = L

Il faut savoir le démontrer.

Théoreéme. Soit n > 2. Z/nZ est un corps (resp : est integre) si et seulement si n € P.
Il faut savoir le démontrer.

Notation. Lorsque p € P, le corps Z/pZ est souvent noté F,,.

4.4 Théoréme chinois

Théoréme des restes chinois : Si a et b sont deux entiers supérieurs a 2 et premiers entre eux,

f: Z/abZ — (Z/aZ) x (Z/VZ)
o (EF)

Il faut savoir le démontrer, en incluant la preuve constructive de la surjectivité : pour h,k € Z,

comment déterminer £ € Z tel que £ = h [a] et L =k [b]?

est un isomorphisme d’anneaux.

Théoréme chinois (généralisation) : Soit n > 2 et a1,...,a, n entiers supérieurs & 2 et deux a

deux premiers entre eux :

Z/(ag X -+ Xan)l — (Z/aZ) X ---x (Z]apZ)
ko— (k... k)

Remarque. pour hy,...,h, € Z, on peut calculer £ € Z tel que, pour tout i € {1,...,n}, £ = h; [a;].
A connaitre.

est un isomorphisme d’anneaux.
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4.5 L’indicatrice d’Euler

Définition. Pour tout n € N*, on pose ¢(n) = |U(Z/nZ)|.

Remarque. ¢(1) =1, car Z/1.Z est anneau nul, pour lequel 0 est inversible.
Pour n > 2, o(n) =#{k e {l,...,n—1}/k An=1}.

Propriété. ¢(1) =1 et si p est un nombre premier, alors ¢(p) = p — 1.
Propriété. Si p est premier et si k € N*, alors ¢(p¥) = p*F — p*~L.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit a et b sont deux entiers supérieurs a 2. Si a A b = 1, alors ¢(ab) = ¢(a)p(b).
Il faut savoir le démontrer.
k
Corollaire. Soit n € N avec n > 2, de décomposition primaire n = Hp?“.
i=1

- 1
Alors p(n) = nH(l - p—)
i=1 !

Propriété. (hors programme) ¥n € N*, n = Z o(d).
d|n
Il faut savoir le démontrer.

Propriété d’Euler-Fermat : Soit n € N avec n > 2 et k € Z. Si k An = 1, alors k¥(™) = 1 [n].
11 faut savoir le démontrer.

Petit théoréeme de Fermat : Si p est un nombre premier, alors pour tout k € Z, kP = k [p].

5 Caractéristique d’un anneau

Notation. A désigne un anneau commutatif.

Définition. S’il existe n € N* tel que n.14 = 04, la caractéristique de A est

car(A) = min{n € N* / n.14 = 04}. Sinon, on convient que car(A) = 0.

Propriété. Soit A un anneau de caractéristique n : pour tout m € Z, m.14 = 04 < n|m.
Exemples. L’anneau nul est 'unique anneau de caractéristique 1, car(Z/nZ) = n, car(R) = 0.
Propriété. Deux anneaux isomorphes ont la méme caractéristique.

Propriété. 7Z.14, le plus petit sous-anneau de A, est isomorphe & Z lorsque car(A) = 0 et & Z/nZ
lorsque car(A) = n € N*,
Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Un anneau de caractéristique nulle est de cardinal infini, la réciproque étant fausse.

Propriété. Si A est integre et car(A) # 0, alors car(A) € P.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Sicar(A) =p € P, alors z — zP est un endomorphisme sur A, dit de Frobenius.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. La caractéristique d’un corps est ou bien nulle, ou bien un nombre premier.

Propriété. On appelle sous-corps premier d’un corps K le plus petit sous-corps de K.
— Si car(K) = p € P, le sous-corps premier de K est Z.1k, il est isomorphe & Z/pZ.
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— Si car(K) = 0, le sous-corps premier de K est {(p.1x)(¢.1x) "' / p € Z,q € N*}. Il est isomorphe
a Q. En particulier, K est de cardinal infini.

Propriété. Si K est un corps fini de caractéristique p, I’endomorphisme de Frobenius x —— xP sur
K est un automorphisme de corps. Lorsque K = F,,, c’est I'identité.

Les espaces vectoriels (début)

Notation. K désigne un corps quelconque.

Notation. Symbole de Kronecker : §; ; = 0 lorsque ¢ # j et §; ; = 1 lorsque ¢ = j.

6 La structure algébrique d’espace vectoriel
6.1 Définition et exemples

Définition.
Un K-espace vectoriel est un triplet (E, 4+, .), ou (E, +) est un groupe abélien et “.” est une application
KxE — FE
(,2) — aux
— a.(z+vy) = (ax) + (@.y),
— (a+B).a = (a.x) + (B.2),
— (ax p).e=a.(b.2),

— 1K.£E =x.

tel que, pour tout z,y € F et o, B € K,

Remarque. Lorsque E est un K-espace vectoriel, ses éléments seront appelés des vecteurs et les
éléments de K seront appelés des scalaires.

Exemples.

o Soient E un K-espace vectoriel et I un ensemble quelconque. Alors ’ensemble E! des familles
(2;)ier d’éléments de F indexées par I est un K-espace vectoriel si 'on convient que

(z3)ier + (Wi)ier = (i + yi)ier et, pour tout a € K, a.(x;)icr = (@.2;)icr-

De méme, 'ensemble F(I, E) des applications de I dans E est un K-espace vectoriel si ’'on convient
que, pour tout f,g € F(I,F) et a € K, pour tout = € I,

(f +9)(@) = f(2) +g() et (a.f)(x) = a.(f ().

¢ En particulier, pour tout n € N*, R" est un R-espace vectoriel.
o Si L est un sous-corps de K, alors K est un LL-espace vectoriel.

o L’ensemble KN des suites de scalaires est un K-espace vectoriel.
o K[X] est un K-espace vectoriel.

Propriété. Soit F un K-espace vectoriel. Soit z,y € F et \,u € K :
— OK.LL' = OE et )\OE = OE;
— (—1lg).x = —x;
— A==z —pax;
— =0 A=0)V(z=0);
— M= M) ANA#0) = z=y;
— M=px)A(z#0) = A= u.

Définition. Soient n € N* et ((E;, +,.))icq1,....n} une famille de n K-espaces vectoriels.
On structure £ = F; X --- X E, en un K-espace vectoriel en convenant que
— Vo = (xla"'axn) EE, vy: (ylv"'ayn) S E7 x+y: (xl +y17"'7mn+yn)a
— VYaeK, Vo= (x1,...,2,) €EE, ax=(ax1,...,0.2p).
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6.2 Sous-espaces vectoriels

Propriété et définition : Soit F un K-espace vectoriel et F' une partie de E.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

— F#0;

— V(z,y) € F? | z+y € F (stabilité de la somme de deux vecteurs);

— V(o,z) e Kx F , a.x € F (stabilité du produit externe).
Cet ensemble de conditions est équivalent &

— F#0;

— V(a,z,y) e KX F X F , a.x+y € F (stabilité par combinaison linéaire).

Exemples.

— Pour tout n € N*, pour tout (aq,...,a,) € K"\ {0}, {(mi)lgign / Zaimi = 0} est un
sous-espace vectoriel de K. =

— K,,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X], pour tout n € N.

— L’ensemble CP([0,1],C) des applications de classe C? de [0, 1] dans C, ou p € N, est un sous-
espace vectoriel de F([0, 1], C).

— L’ensemble I}(C) = {(an)nen / Y. an ACV} est un sous-espace vectoriel de CN.
Il faut savoir le démontrer.
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