Feuille d’exercices 11: Corrigé de deux exercices.

Exercice 11.12 :

1°) 1l existe (n,m) € N*? tel que 2" = 0 et ™ = 0.
e 1 et y commutent, donc (zy)" = 2™y™ = 0. Ainsi zy est nilpotent.
e 1 et y commutent, donc on peut appliquer la formule du binome de Newton.

n+m—1
Ainsi (z +y)"tm ot = Z (n + TIZ B 1) ghyntm=i=k,
k=0

Soit k € {0,...,n+m — 1}.
o Sik>mn, alors ¥ = 2"z = 0, donc <n+7§_ 1 xk
o Sinon, k<netn+m—1—k>m—1, donc y" ™ 17% =0 et on a encore

(n + Tk:n - 1) xkyn-i-m—l—k =0.

ynerflfk =0.

Ainsi (z +y)"™™ ! =0, ce qui prouve que z + y est nilpotent.

2°) a) Soit x € Z/nZ. 1l existe a € Z tel que = = a.

Supposons que z est nilpotent. Alors il existe m € N* tel que 2 = 0. Ainsi, n | a™.
Pour tout ¢ € N, p; | n, donc p; | a™. Ceci impose que le nombre premier p; est présent
dans la décomposition primaire de a™, donc c’est aussi le cas pour la décomposition
primaire de a. Ainsi, p; divise a, pour tout ¢ € N. Or pour 7,5 € Ni avec i # j, p; et
p;j sont premiers entre eux, donc d’apres le cours d’arithmétique, a est un multiple de

1<i<k

k
p= Hpi. Réciproquement, supposons que p divise a. Posons o = max «. Alors p*
i=1 ==

divise a®, mais n divise p®, donc z® = 0 et x est nilpotent.
En conclusion, on a montré que I’ensemble des éléments nilpotents de Z/nZ est p(Z/nZ).
Il s’agit de I'idéal engendré par p.

k
b) On note encore n = H p;* la décomposition en facteurs premiers de n.

i=1
e Supposons que k > 2. Alors p; n’est pas nilpotent. Cependant, p; et n ne sont pas
premiers entre eux, donc p; est un diviseur de 0.
En passant a la contraposée, on a montré que, si tout diviseur de 0 est nilpotent, k est

égal a 1.



e Réciproquement, supposons que k = 1. Soit a € Z tel que a est un diviseur de 0. a
et n = pi* ne sont pas premier entre eux, donc p; divise a. Ainsi, a®* est un multiple
de n, ce qui prouve que a est nilpotent.
En conclusion, la condition nécessaire et suffisante cherchée est que n soit une puissance
d’un nombre premier.
Exercice 11.13 :

k

Notons n = H p;* la décomposition de n en produit de nombres premiers. Ainsi, pour
i=1

B

tout i € N, p; € P et v; € N*. On sait que p(n H

Supposons que ¢(n) | n. Ainsi, il ex1ste d € N* tel qu_e n = dp(n). Alors, en simplifiant
k

par pr“l, on obtient que (1) : Hpi = dH(pi _
: = i=1

Sin = 1, alors p(n) =1 et n convient.

Supposons maintenant que n > 2. Alors k£ > 1.
k

Si 2 ne divise pas n, alors pour tout i € Ny, p; est impair, donc H(pz — 1) est pair
i=1

alors que H p; est impair. La relation (1) est alors fausse, donc n n’est pas solution.
i=1
Ainsi, 2 intervient dans la décomposition de n en produit de nombres premiers. Cette
k—1

derniere peut donc s’écrire n = 2 Hp;”, ou pour tout ¢ € Ny_1, p; est un nombre
i=1

premier impair. (1) devient alors 2 H pi = dH(p -

k—1 k—1

Si k> 3, alors dH —1) est un multiple de 4, ce qui n’est pas le cas de 2 sz, donc

=1 =1
n n’est pas solution. Supposons maintenant que k < 2.

Si k=1, alors n = 2" et p(n) = 2! divise bien n.

Supposons enfin que k = 2. Alors n = 2°p". Alors (1) devient : 2p; = d(py — 1). Ainsi,
(p1 —1) | 2py, or p1 — (p1 — 1) = 1, donc d’apres I'identité de Bezout, p; A (p1 — 1) = 1.
Alors, d’apres le lemme de Gauss, (p; — 1) | 2, or p; — 1 > 2, donc p; — 1 = 2, puis
p1=3.

Alors n = 23" avec k; > 1. On vérifie dans ce cas que p(n) = 2°713% (1 —3) = 2v3k~1
divise n.

En conclusion, n est un multiple de ¢(n) si et seulement si il est de la forme 2V3" avec
v,w € N et v # 0 lorsque w > 1.
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