Résumé de cours :
Semaine 16, du 15 janvier au 19

Les équations différentielles (fin)

1 Equations différentielles linéaires d’ordre 2
1.1 Equations & coefficients quelconques (fin)

Cas particulier oli on connait une solution ¢; de (H) ne s’annulant pas sur [ : on pose
y(x) = Az)p1(x). Alors (E) est équivalente & une équation linéaire d’ordre 1 en \'.
Il faut savoir le démontrer.

1.2 Equations linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

Iei, (E) : y" +ay +by= f(x),ou f : I — K est continue, et ou1 a et b sont des constantes.
L’équation homogene associée est (H) : y” +ay’ + by = 0.

1.2.1 Résolution de (H) : Il faut savoir le démontrer.

X = X2+ aX + b est appelé le polynome caractéristique de (H) ou de (E).

o Premier cas. SiK=Cet A=a?>—-4b#0oubiensiK=Ret A > 0.

Dans ce cas, x admet deux racines distinctes dans K, notées A et .

Alors (H) <= 3(u,v) € K2 Vo € R y(x) = ue’® + vek?.

o Second cas. SIK=Ret A>0. Alors \=a+if et u=a—1i8, avec a,B € R et
(H) < 3(u,v) € R? Vz € R y(z) = ue®® cos Sz + ve®® sin Bx.

e Troisieme cas. Si A = 0 : x admet une racine double notée .

Alors (H) <= 3(u,v) € K2 Vo € R y(x) = e (u + zv).

1.2.2 Résolution de I’équation avec second membre

Théoréme. On suppose qu’il existe A € K et un polynéme P de K[X] tels que

Ve el f(x)=e P(z). Alors (F) admet une solution particuliere de la forme x — Q(z)e*®, ou Q
est une application polynomiale.

Plus précisément, (E) admet sur I une solution particuliere de la forme z — z™e**Q(x) on Q est
un polynéme de K[X] de méme degré que P, avec m = 0 lorsque A n’est pas racine de x, avec m = 1
lorsque A est une racine simple de x et avec m = 2 lorsque A est une racine double de Y.

Remarque. Ce théoréeme est aussi valable pour les équations différentielles de la forme
(E) : oy +by = eP(z) on P € K[X] : (E) admet sur I une solution particuliere de la forme
x — Q(x)e’®, ol Q est une application polynomiale.
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Plus précisément, (F) admet une solution particuliere de la forme x — z™eQ(x) ot Q est un
polynéme de K[X]| de méme degré que P, avec m = 0 lorsque A # —b et m = 1 lorsque A = —b (dans
ce cas, x = X +b).

Remarque. Lorsque f(z) est de la forme f(z) = P(x)cos(wz) ol w € R, ou bien de la forme

f(z) = P(z)sin(wx), on peut appliquer ce qui précéde en se ramenant & x — P(z)e™®.

Remarque. Plus généralement, lorsque f(x) est de la forme P(2)e?®) on P et Q sont des polynémes,
on peut chercher une solution particuliere de la forme H(z)e®®) ott H est aussi un polynome.

2 Equations a variables séparables (hors programme)
2.1 Equations a variables séparées

Notation.

Soient I et K deux intervalles infinis et soient a : I — R et b: K — R deux applications continues.
L’équation différentielle (E) : a(t) — b(y)y’ = 0 est appelée une équation est a variables séparées.

Si A et B sont des primitives de a et de b respectivement,

() s AW — o))

t
A(x) =B(y) +C,ou C € R.
En pratique, on écrira (E) <= a(t)dt = b(y)dy <= A(t) = B(y) + C.

= 0, donc les courbes intégrales de (E) ont pour équations cartésiennes

2.2 Cas général

Notation. Soient I et K deux intervalles infinis. Soient a et d deux applications continues de I dans
R et b et ¢ deux applications continues de K dans R. L’équation (E) : a(t)c(y) — b(y)d(t)y’ = 0 est
appelée une équation est a variables séparables.

En divisant par ¢(y) et d(t) on se ramene a une équation & variables séparées.

e Plus précisément, soit y : I — R une application dérivable. Quitte a restreindre 'intervalle I, on

a(t
supposera que d ne s’annule pas sur I. Ainsi (E) < dgt)c(y) —y'b(y) = 0.
Il faudra ensuite étudier les possibles raccordements des solutions en chaque zéro de d.
e Siyp € K est un zéro de ¢, Papplication constante y = yo est une solution de (E). Ainsi chaque
zéro de ¢ fournit une solution particuliere.
at)  ,b(y)

On suppose ensuite que V¢ € I ¢(y(t)) # 0. Alors (F) <= an Yy ) = 0 : c’est une équation a
c\y

variables séparées, donc on est ramené au a). Il reste ensuite & étudier les possibles recollements de

ces dernieres solutions avec les solutions particulieres y = yg ol Yo est un zéro de c.

©Eric Merle 2 MPSI2, LLG



