Feuille d’exercices 13: Corrigé de deux exercices.

Exercice 13.13 :
Notons (H) : y" + 6y + 9y = 0. 1l s’agit de I’équation homogene associée a (E).
Son polynome caractéristique est x(X) = X2 +6X +9 = (X +3)?, donc t — e~ est
une solution de (H) qui ne s’annule jamais.
Soit y une application deux fois dérivable de R dans R. Conformément au cours, on va
résoudre (E) en posant y(t) = A\(t)e 3t Ainsi,
—3t
E) <= 93 +6(N —3N)e 3 + e 3 (N — 3N —3(\N — 3)\)) = ——, donc
(&) (X -3 ( (X =30) =

1
(E) <= X' = Nie <= Ja e R, XN =argsh(t) + a.

Par intégration par parties,
t
argsh(t) dt = targsh(t) — dt = targsh(t) — V1 +t2 + 3,
[ aveshit) dt = tavgsh(t) = [ i dt = taxash() = VT+ 4 5
donc (F) <= 3Ja, B € R, Vit € R, A(t) = targsh(t) — 1+ t? + at + 3, puis
(F) <= Ja,BER, Vt € R, y(t) = e 3 (at + [ + targsh(t) — 1 + t2).
Exercice 13.14 :

o Lemme : Soit g et h deux applications de classe C' de R dans R.
Alors f =g <= (f'=g et f(0) = g(0)).

En effet, le sens direct est évident, et si f' = ¢’ et f(0) = ¢g(0), alors pour tout = € R,

t/f ) di = g(0) + / (1) dt = g(x).

o Soit f une application continue de R dans R. Notons (E) I’équation fonctionnelle
de I’énoncé. En posant u = x — t dans l'intégrale, on obtient :
x

(FE) <= f(z) = 2? +/0 (x —u)f(u) du, donc
(E) <= f(z) :I2+x/0mf(u) du—/xuf(u) du

0

o Supposons que f est solution de (E). Alors z — / f(u) du et x — / uf(u) du
0 0

sont de classe C', donc f est aussi de classe C'. Mais alors x —— f(u) du et
0

T — / uf(u) du sont de classe C?, donc f est de classe C?. Ainsi, on peut se

0
contenter de rechercher les solutions de (E) parmi les fonctions de classe C2.



o Soit donc f une application de classe C? de R dans R. D’apreés le lemme,
(E) <= [f(0) =0et f'(x) =2z + xf(x) —|—/ f(u) du — z f(x)], puis en utilisant a

nouveau le lemme, (E) <= [£(0) = 0, f/(0) = 0 et f"(x) = 2+ f(x)].

Notons (F): f" =2+ f << (f+2)"=f+2.

D’apres le cours, (F) <= f + 2 = Achz + Bshz. Alors

(E) <= [3A,BeR, Vzx € R, f(x)= Achz+ Bshr —2et0=A—2,0= B,
donc (F) <= Vz € R, f(z)=2(chzx—1).
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