DM 20. Un corrigé

Probléeme 1 : Endomorphimes u tels que u? = ku.
On posera ¢ = Idg.

1°) Soit u € A, N GL(FE). Alors u = w*u™! = kuu™' = ke, donc A, N GL(E) C {ke}.
Réciproquement, lorsque k # 0, (ke)? = k.(ke) et (ke).(ze) = e = (3e)(ke), donc
ke € AN GL(E).

Cependant, lorsque k = 0, ke = 0 ¢ GL(F), sauf dans le cas particulier ou E = {0}.
En conclusion, lorsque k # 0 ou E = {0}, Ay N GL(E) = {ke} et lorsque k = 0 et
E #+ {0}, Ay N GL(E) = 0.

2.a) Soit x € Im(u). Il existe y € E tel que x = u(y).

Ainsi, u(z) = u*(y) = ku(y) = kx, donc u(z) = ku.

2.b)

¢ On suppose que k # 0.

Soit x € Im(u) N Ker(u). D’apres b, u(z) = kz, or u(x) =0 et k # 0, donc x = 0.
Ainsi, Im(u) N Ker(u) = {0}.

Soit x € E. v = (x — %u(x)) + %u(m), et u(z — %u(m)) =0, donc z € Ker(u) ® Im(u).
Ainsi, E = Ker(u) ® Im(u).

o On suppose que k = 0. Alors u? = 0, donc I'm(u) C Ker(u).

3.a) Supposons que uv + vu = 0. Ainsi, uv = —vu, donc
(uv)u = —vu? = —kvu et u(vu) = —u*v = —kuv. Ainsi,

kvu = kuv, or k # 0, donc uwv = vu = —vu. Ainsi uv = vu = 0.
3.b)

o u+v €A = (u+v)? =k(u+v) <= u*+v?+uw+vu=k(u+v), donc
u+ve€ A, <= wt+ovu=0<+= uw =ovu=0.

o On suppose que uv = vu = 0.

e Siz € Im(utv),ilexistey € E tel que z = (u+v)(y) = u(y)+v(y) € Im(u)+Im(v),
donc Im(u +v) C Im(u) + Im(v).

Réciproquement, soit = € Im(u) + Im(v). Ainsi, il existe (y, z) € E? tel que

z =u(y) +v(z). Alors x = (u + v)(%(u(y) +v(2))) € Im(u +v),

donc Im(u + v) = Im(u) + Im(v).
o Size Ker(u)nKer(v), (u+v)(z) =u(z)+v(z) =0, donc x € Ker(u+ v).



Réciproquement, si z € Ker(u + v),

1 1 1
u(z) = EU2<:C) = E(UQ + wv)(x) = Eu((u +v)(z)) =0, donc z € Ker(u), et de méme,
x € Ker(v).
Ainsi, Ker(u+v) = Ker(u) N Ker(v).

3.c)

o (w)? = wvvu = kuvu = kvu? = k*uv, donc uv € Ay,

o Im(uv) =wv(E) =u(v(E)) C Im(u) et de méme, Im(uv) C Im(v),

donc Im(uv) C Im(u) N Im(v).

Soit z € Im(u) N Im(v). 1l existe (y,2) € E? tel que x = u(y) = v(2).

Alors uv(z) = u?(y) = ku(y) = kx, or k # 0, donc z = uv(+z) € Im(uv).

Ainsi, Im(uv) = Im(u) N Im(v).

o Soit z € Ker(u) + Ker(v). 1l existe (y, z) € Ker(u) x Ker(v) tel que x =y + z.
wo(z) = vu(y) + uv(z) = 0, donc Ker(u) + Ker(v) C Ker(uv).

| =

1
Réciproquement, soit = € Ker(uv). x = (x—zu(:v)) u(z). De plus u(:r—%u(x)) =0,

et v(%u(m)) = %uv(x) =0, donc z € Ker(u) + Ker(v).

Ainsi, Ker(u) + Ker(v) = Ker(uv).

4.a) Soit «, 5 € R tels que af + fe = 0. Si a # 0, alors f = —ge ce qui est faux, car

f n’est pas une homothétie. Ainsi, o = 0, puis fe = 0, donc f = 0. Ainsi, pour tout

a,BER af+pPe=0<=a==0.

o Soit (A, k) € R2

f — )\16 € Ak 1 (f - A1€)2 = k?(f - )\16) e f2 - (2)\1 + k’)f + ()\% + lf)\l)e = 0.

Or f?2 —af + be =0, donc

Fohe € Ap = D+ hk—a)f+ (b= X —k\)e =0 — { 2mtk—a =0
b—AX—k\ =0

a = /\1 + ()\1 + ]{3)

b =M(A+ k)

Ainsi, f — A\je € Ay si et seulement si A\; et A\; + k sont les racines, comptées avec

multiplicité du polynoéme X? — aX + b.

o Sl existe (A, Xg) € R? avec A\ # A\ et (k, k') € R? tels que f — M\je € Ay et

f— Xye € Ay, alors le polynome X? — aX + b admet deux racines réelles distinctes, \;

et Ao, donc a? — 4b > 0.

o Réciproquement, supposons que a®>—4b > 0, et notons \; et Ay les deux racines réelles

distinctes de X2 —aX +b. D’apres ce qui précede, f— e € Ay,_»x, et f—Xoe € Ay, _»,.

¢ En conclusion, la condition nécessaire et suffisante demandée est a® — 4b > 0, et

dans ce cas, k = Xy — Ap et K/ = Ay — Ao,

4.b)

o uv=_(f—=XMe)(f —Xe)=f =M+ X)f+ N Nhe=f*—af +be=0.

De méme, vu = 0.

S U—v = ()\2—)\1)6 € A)\Q,)\l, (IS Ak = A)\2*)\1 et —v € A,kl = A)\Q,)\l, or )\2—)\1 7é 0,

donc d’apres 2.b, uv = vu = 0.

d’apres le début de cette question. Donc f — A\je € A}, <
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4.c) Soit p e N*. f = WY (Au— A1), et u et v commutent, donc on peut appliquer
2 = Al

la formule du binéme de Newton. Ainsi,

1 p
= @) (o) (=X0)? %, or v = vu = 0, done

JP= m(/\gup + (= A)"0).

u € Ay,_»,, donc par récurrence, on montre que pour tout p € N*, u? = (A\y — \)P .

De méme, v = (A} — )P~ v, donc fP =

VY (Au—AJv) (formule également valable
pour p = 0). ’ 1
4.d)

o Supposons que b = 0. Alors f2 —af = 0. Si f est inversible,

f—ae= f1(f*—af) =0, ce qui est impossible car f n’est pas une homothétie. Donc
f n’est pas inversible.

¢ Supposons que b # 0.

Dans ce cas, on peut écrire f? — af 4 be = 0 sous la forme f.(51)(f — ae) = e, donc f
est inversible et f~1 = $(ae — f).

On peut aussi donner pour f~! une formule du méme type qu’a la question précédente :

On a A\ =b#0,donc Ay #0 et Ay #0.

Posons g = VY (Ay'u— A7) (inspiré de la formule précédente avec p = —1). Alors
2 — A1
1
= ————(u*+0? = Ao — A\v). Ainsi, fg = —v) =e.
fyg Do )\1)2(u +v?), car f Y. )\1( ou— A1v). Alnsi, fg Y (u—v)=e
o En conclusion, f est inversible si et seulement si b # 0 et dans ce cas,
1 _ _

5°) Par hypothese, il existe zy € F tel que zg # 0 et Im(g) = Vect(x).
g(xo) € Im(g), donc il existe o € R tel que g(zg) = axo.

Soit x € E. g(x) € Im(g), donc il existe 8 € R tel que g(x) = Sy.
Alors ¢%(z) = Bg(xo) = Bazy = ag(x). Ainsi, g € A,.

6.a) Soit (G1,Gs) € E? et a € R. Soit z € [0, 1].

w(aGr+Ga)(z) = / R @) (aG (1)1 Ga(t))dt = o / ' F@)Gy(t)di+ / F@)Ga(t)dt,
donc u(aGy + Gg)(?r) = au(G)(z) + u(Gs)(x), ce c?ui prouve que u esot linéaire.

De plus, u(G) = (x — F(x) /1 tG(t)dt) est une application continue, donc u est un
endomorphisme sur F. "

1
6.b) Pour tout G € E, u(G) = (/ tG(t)dt) x F € Vect(F), donc Im(u) C Vect(F).
0

1
1
De plus, u(1) = (/ tdt)x F = §F, donc F = 2x(3F) € Im(u), puis Vect(F) C Im(u).

0
En conclusion, I'm(u) = Vect(F).
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6.c) D’apres 4.a, il existe k € R tel que u € Ay, et k et le rapport de ’homothétie
correspondant a l’endomorphisme induit par F' sur Vect(F).

Or u(F) = (/01 tF(t)dt) x F, donc k = /01 tF(t)dt.

6.d) k = tAsin(t)dt. L’application  — sin(z) étant de classe C' de [0, 5] dans

0
[0, 1], on peut poser ¢ = sin(z). On obtient

™

2 1 2
k= / xsin(x) cos(z)dr = 5 / xsin(2z)dz, puis par intégration par parties,
0 0

™

cos(2x) =z /2 cos(2x) T i x
O e =1 .
1 zlg + ; g =gt [ 3 I

Finalement, k = 3
1
2

teVidt, L’application = — 22 étant de classe C!, on peut poser t = 2.

k=[-

6.e) k =

0
On obtient k = fol x2e*2xdx.
D’apres le cours sur les calculs de primitives,

il existe (a,b,c,d) € R* tel que [ 22%¢dx = (az® + ba® + cx + d)e” + C.

En dérivant, 22%¢® = e®(3ax? + 2bx + ¢ + az® 4 ba? + cx + d),
donc2=a,b+3a=0,c+2b=0et c+d=0.

Ainsi, k = [(22° — 62 + 122 — 12)e”]}, puis k = 4(3 — e).

7.a) Les théoremes usuels prouvent que si f € C, alors u(f) € C.

De plus, on vérifie que pour tout (f,g) € C? et a € R, pour tout = € R,

u(af +g)(x) = au(f)(z) +u(g)(z), ce qui prouve que u est un endomorphisme sur C.
7.b) Soit f € C.

w(f) = ku(f) <=VreRy, oo (l‘f’(x))—kfcf( )
)

= Vz e R | :z:f”( + (1 = k)zf'(z) =
k —
= VrelRi |, f(z) = ( )f ()
< dJCeR VzxeRl, f’(m) Clelk—1)In(z)
<~ 3JCecR VzeRy , fl(z)= Cpk=1)
Premier cas : Supposons que k = 0. Alors
w?(f) = ku(f) <= 3(C,D) € R? Vo € R%, f(z) = Cln(z) + D.

On note In I'application x — In(x) de R’ dans R et 1 I'application constante égale a
1. Ainsi, v*(f) = ku(f) < f € Vect(In, 1).

De plus Vect(In, 1) est stable par u, donc E = Vect(In, 1) est un sous-espace vectoriel
de C tel que la restriction de u & E est un endomorphisme v vérifiant v> = kv. De plus
E est un plan vectoriel car In n’est pas une application constante.

Second cas : Supposons que k # 0. Alors

u*(f) = ku(f) <= 3(C,D) e R? Vx e R%, f(z) = %xk + D.
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On note X* I’application z — z* de R? dans R et toujours 1 I'application constante
égale a 1. Ainsi, u?(f) = ku(f) < f € Vect(X*1).
Donc dans ce cas, E = Vect(X*, 1) est un plan vectoriel qui convient.

Probleme 2 : Une équation différentielle d’Euler

1°) Soit y : R% — R une solution de (£) a valeurs réelles. Alors y = Re(y), or
y est aussi une solution de (F) a valeurs complexes, donc y est la partie réelle d’une
solution de (F) a valeurs complexes.

Réciproquement, supposons que y : R} — R est la partie réelle d’'une solution z de
(E) a valeurs complexes. Ainsi, pour tout x € R% , z(x) = y(z) + iv(zr) avec v(z) € R.
Pour tout z € R, (1) : f(z) = 2?2"(z) + 522'(x) + 9z(z), or d’apres le cours,
Z(x) =y (z) +i'(x) et 2"(x) = y'(x) 4+ iv"(z), donc en prenant la partie réelle de
I'égalité (1), sachant que Re(f(z)) = f(x), on obtient que y est une solution de (E) a
valeurs réelles.

2°) Soit a € C. L’application & — z® est solution de (H) si et seulement si

(C) : Ve Ry, 0=92"+bz(az* ) + z*(a(c — 1)2*72).

(C) <= Vz e R%, 0=2*9+5a+a(a—1)),or z* # 0, donc (C) <= 0 = a*+4a+9.
Le discriminant de cette équation de degré 2 est A = 16 — 36 = —20 = (2i+/5)?, donc
(C) <= a=—-2+iV5.

Pour la suite, on pose donc o = —2 + /5.

3°) Avec les notations de I’énoncé,
(E) <= VzeR:, f(z)=92¢+5x(o+2¢)+a?(2"o+22¢ + 2¢")
< f(z) = 2(99 + bz’ + 22¢") + bwz' + 122" + 2222 ¢
mais ¢ est solution de (H), donc 9p + 5z’ + 220" = 0. Ainsi,
(E) <= VreRy, f(zx)=>5wz"+ 2?2 "2+ 222 ax*!
/

5 /
= f(x)r "% = ?Z + 2"+ 2%

2
— 7 + ats

7 =ax " 2f(x).

4°) Dans cette question, on résout donc I’équation homogene associée a (E’), que nous
noterons (H'). (H') <= 7' = ot 5Z,

donc d’apres le cours, (H') < EI)\Q:E C, Z = he Gatd)lnz —_ )p—2a=5

5°) Posons Z = A(x)e 2*75. Pour une telle application Z, d’apres le cours,
(E') <= N(z)z7205 =272 f(z) < N(x) = 23 f(x), donc
(F)<«=3CecC, VzeRY, ANz)=C +/ t“T3f(t) dt. Ainsi,

1
()<= 3CeC, Ve eR:, Z=Cu 2+ Zy(x).
En particulier, ceci démontre que Zj est bien une solution particuliere de (£').

6°) Soit > 0. En intégrant par parties,
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/ / 205G (t) dt = — B Gors(T)+ ! / ’ ROt F () dt
« = 5 ~\Ua € a4
i —(2a+4) 2a0+4 /4

d Z d —(2a+4) —G . '

/ DOt = 5 (G (1) = G (0)

7°) D’apres la question 5,
(B) <= 3C€eC, VzeR:, 2/=Cx275+ Zy(x)

<= 3C,DeC, VxR, z=D+ Coy 2 +/ Zo(t) dt
1
—(

L,

«=30,DeC, y=Dz*+Cg 4 - —
) cl, vy r +Cx 2a+4

G ps(z) — 212Gy (2)).

8°) Notons y; l'application z —— x / Zo(t) dt. D’apres la question précédente,

1
c’est une solution particuliere de (E), donc d’apres la premiere question, Re(y;) est
une solution de (£) a valeurs réelles. De plus y1(1) = 0 = Re(y1)(1) et

)

yi(x) = axal/ Zp(t) dt + x*Zy(z), donc y1(1) = 0 = Re(y1)’(1). Ainsi, y; et Re(y)

(
1
sont deux solutions du méme probleme de Cauchy associé a (E) et aux conditions
initiales y(1) = y/(1) = 0. Or (E) <= y" = =2y’ — Sy + 5 f(2) et les applications
T — —%, T — —x% et ¥ — m%f(a:) sont continues, donc on peut appliquer le
théoreme de Cauchy-Lipschitz. Ainsi, 13 = Re(y;) ce qui prouve que y; est bien une

application a valeurs réelles sur RY .

9°) D’apres la question 1, y est une solution de (E) a valeurs réelles si et seulement

si elle est de la forme z — Re(Dz®) + Re(Cz—™1) + xo‘/ Zp(t) dt (en utilisant la
1

question précédente), ou C, D € C.
Soit z € RY. 7% = gm2V5 = o (2HiVE) Ine eln(x%)e*“/gl”,

donc z7°* = L (cos(v5Inz) —isin(v5lnz))

ot z¥ = g~ 2HV5 = o(-2HiVE) nw _ L(cos(vVBInz) 4+ isin(v5lnx)).

On en déduit que y est une solution de (F) a valeurs réelles si et seulement si elle est
de la forme 2 — 5(C’ cos(vV5Inz) + D' sin(v/51nz)) +x0‘/ Zp(t) dt ou C", D' € R.

1
(H) est un cas particulier de (E) en prenant f = 0, auquel cas Z; = 0, donc la

forme générale des solutions de (H) est x — =5(C" cos(\/_ln x)+ D' sm(\/_ln x)) ou
', D' eR.
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