Résumé de cours :
Semaine 20 : lundi 26 février au vendredi ler mars.

Limite et continuité d’une fonction

On fixe deux espaces métriques E et F, ainsi qu'une fonction f : E — F, dont le domaine de
définition sera noté Dy.

1 Limite en un point

Notation. On fixe une partie A de Dy. On fixe également a, qui peut étre infini. On suppose qu’il

existe au moins une suite (a,,) € A telle que a, A On fixe aussi | dans F' U {00, +00, —c0}.
n—-—+0oo

1.1 Caractérisation séquentielle

Définition. f(z) tend vers [ lorsque z tend vers a en appartenant & A si et seulement si

V(2 )nen € AV (xn — a= f(zn) — l). Dans ce cas, on note f(z) — L.
n——+oco n——+oo ig’:
Propriété. Lorsque E et F sont des espaces vectoriels normés, si ’on remplace 'une des normes sur
E ou F par une norme équivalente, la condition f(x) — | est inchangge.
z€A
Propriété. Unicité de la limite. Si F' # R, on impose que [,I’ € FU{co} et si F' =R, on impose
que [,I' € RU {+o0, —oo} : Si f(z) —>let f(z) — ', alors [ =1,
xcA rcA

Propriété. On suppose que FF = C et que [ € C.
Alors f(z) —> £ si et seulement si (Re(f)(z) —> Re(£)) A (Im(f)(x) —> Im(¢)).

zEA z€A z€A

Propriété. Si A C B C Dy etsi f(z) — 1, alors f(z) — [

xEB TEA
1.2 Caractérisation par “c”

Propriété. Siae Fetle F,

f(@)—le=VeeR] JaeR] Vz e A (d(r,a) <a=d(f(z),]) <e).
TzEA

Il faut savoir le démontrer.

Remarque. Dans (1), on peut prendre les deux dernieres inégalités indifféremment strictes ou larges.

Propriété. On peut adapter cette caractérisation dans le cas ol a et [ sont éventuellement infinis.
On obtient par exemple :
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— Sile Fet E=R,
f(x) - l<=VeeR], IM R} Vzc A (x> M = ||f(zx) - <e).
z€EA
— Siae Fet F=R,
f(@) — +0 = VM eR} JaeR} Vz €A (|r—a| <a= f(z) > M).
zEA
— Sia=o0etl € F, en choisissant ey € F,
f(x) — l<=Vee Ry IM e R} Vo€ A (d(z,e0) > M = d(f(x),]) <e).
x€A
— Sia=oc0etl=o00,en fixant g € E et fo € I, f(z) — oo si et seulement si
€A

VM €R% 3N €R* Vo € A (d(z,e0) > N = d(f(x), fo) > M).

. . .. N — E .. .
Remarque. Une suite (z,,) € EN peut étre vue comme la fonction n o définie sur N qui
n

est une partie non majorée de R. La notion de limite d’une suite dans un espace métrique devient
donc un cas particulier de la notion de limite d’une fonction en +oo.

1.3 Caractérisation par voisinages

Définition. Dans R, on appelle voisinage de +oco toute partie contenant un intervalle ]e,4+o00[ ol
¢ € R et voisinage de —oo toute partie contenant un intervalle | — oo, ¢].

Ainsi V(+00) ={V CR/Fc € R Je,+o0[C V} et V(—o0) ={V CR/Ic € R | —o0,c[C V}.

Définition. On suppose que E n’est pas borné. Soit e € E. On appelle voisinage dans E de oo toute
partie contenant le complémentaire d’une boule fermée centrée en e.

Ainsi V(oco) ={V C E/3R >0 E\ By(e,R) C V}. On vérfie que V(o0) ne dépend pas de e.

Propriété. Avec les définitions précédentes de voisinages, on a encore :
Une intersection de deux voisinages de a est un voisinage a.
Toute partie contenant un voisinage de a est un voisinage de a.

Remarque.
Avec ces nouvelles définitions, les hypotheses portant sur a et A énoncées au début du présent para-
graphe se résument ainsi : ’tout voisinage V' de a rencontre A| .

Définition. On dit que f|4 vérifie une certaine propriété au voisinage de a si et seulement s’il existe
un voisinage V' de a tel que f|yna vérifie cette propriété.

Lorsqu’on énonce une propriété portant sur f au voisinage de a € F, on dit que c’est une propriété
locale (de f au voisinage de a). Lorsqu’on énonce une propriété portant sur f au voisinage de oo ou
de +00, on dit que c’est une propriété asymptotique.

Propriété. f(r) —1<=VV e V() WU €V(a) f(UNA)CV.
TEA
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Caractére local (ou asymptotique) de la notion de limite.
Pour tout Uy € V(a), f(z) — 1 <= f(z) — L

z—a
T€EA xz€ANUQ

Ainsi la valeur de ’éventuelle limite de f(z) lorsque x tend vers a pour x appartenant & A ne dépend
pas du comportement global de f sur A mais seulement du comportement de f|4 au voisinage de a.
En particulier, si 'on modifie les valeurs de f(z) lorsque x ¢ Uy, on ne modifie pas la valeur logique
de la proposition f(x) —I.

z€A

Définition. Soit a € E tel que a € Dy \ {a}. Ainsi, a est un point d’accumulation de Dy. S’il existe
l € Ftelque f(z) -—— [, on écrit que f(x) —> [ ou méme f(z) — 1.
€D\ {a} w#a T—a
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Propriété. Soient A et B deux parties de Dy qui rencontrent tout voisinage de a.
Alors, (f(x) —let f(z) —1) <= f(z) — L

€A zEB rzEAUB
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Supposons que £ =R et que a € R.
e Siae€DyNla,+oof, et si f(z) -—r I, onnote f(x) — lou f(z) — letl= lim f(z) ou

EED;V?])Z;FOO[ r>a z—at z>a
l= 1im+ f(x). Il gagit de la notion de limite & droite du réel a.
r—a
e De méme, si a € DyN] —o0,al, et si f(xr) — [, onnote f(z) — lou f(z) — et
zE’Dfﬁ]—oc,a[ z<a r—a~
I =lim f(z) oul= lim f(z). Il s’agit de la notion de limite & gauche du réel a.

z<a Tr—a~

Propriété. On suppose que E =R et a € DyN| — 00, a[ N DsN]a, +o00l.
Alors f(x) —> 1 si et seulement si f(z) — L et f(z) — L.
r—ra T—a r—a
x>a z<a

2 Continuité en un point

Définition. Soit a € Dy. f est continue en a si et seulement si f(z) — f(a).
z€Dy

Propriété. On suppose que F' = C. Soit a € Dy.

f est continue en a si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues en a.

Propriété. f est continue en a si et seulement si 'une des propriétés suivantes est vérifiée :
i) Pour toute suite (x,) de points de Dy telle que s f(zn) - f(a).

i) Ve >0 Ja >0 Vo € Dy (d(z,a) < a = d(f(z), f(a)) <e).

iil) VV € V(f(a)) 3U € V(a) f(UNDy) C V.

Propriété. Soit a € Dy.
Sia ¢ Dy )\ {a} (on dit que a est un point isolé de Dy), f est toujours continue en a.

Sia € Dy \ {a}, f est continue en a si et seulement si f(z) — f(a).
zE’Df\{a}

Remarque. Soient a € Dy et Uy € V(a). f est continue en a si et seulement si f|p,y, est continue
en a. Ainsi la notion de continuité (au point a) est une notion locale.

Définition. On dit que f est continue si et seulement si elle est continue en chaque point de son
domaine de définition.

Propriété. Les applications lipschitziennes sont continues.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soient A une partie de Dy et a € A. Si f est continue en a, alors f|4 est aussi continue
en a.

Corollaire. Soit A une partie incluse dans Dy. Si f est continue, alors f|4 est continue.

Définition. On suppose que £ = R. Soit a € Dy. On dit que f est continue a droite en a si et
seulement si fl[4 400D ; est continue en a. On définit de méme la notion de continuité a gauche.

Propriété. On suppose que £ =R. Soit a € Dy.
f est continue en a si et seulement si f est continue a droite et a gauche en a.

Définition. On suppose que f est continue. Soit D O Dy. On dit que f se prolonge par continuité
sur D si et seulement s’il existe une application f : D — F continue et telle que f|p, = f.
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Définition. Soit a € Dy \ Dy. f admet un prolongement par continuité en a si et seulement si f
admet une limite finie en a. Dans ce cas, I'unique prolongement par continuité f de f est donné par

f(a) = lim f(z).
z#a
Propriété. Soient A C E et f et g deux applications continues de A dans F'.
Si f et g coincident sur une partie dense dans A, alors f = g.
Il faut savoir le démontrer.

3 Théoremes de composition

Notation. Dans ce paragraphe, on fixe un troisieme espace métrique noté GG et une seconde fonction
g : F — G, définie sur D,,.

Propriété. Soit B une partie de Dy telle que f(A) C B. Soit m € G U {00, +00, —00}.

Pour que g(f(z)) —» m, il suffit que f(z) — 1 (auquel cas B rencontre tout voisinage de I) et que
xEA rEA
9(y) —rm.

y—1
yEB

Corollaire. On suppose que f(Dy) C Dy et on fixe a € Dy.
Si f est continue en a et g en f(a), alors g o f est continue en a.

Corollaire. On suppose que f(Dy) C Dy.
Si f et g sont continues, alors g o f est continue (et définie sur Dy).

Corollaire. On suppose que f(A) C D,. Si f(x) —3 bet si g est continue en b, alors g(f(v)) —> g(b).

z—a
z€EA z€A

Propriété. Limite en un point d’une application a valeurs dans un produit.
Supposons que F' = F; x --- x Fy, ou Fy, ..., F, sont des espaces vectoriels normés et notons
f+ E — F
Soient A une partie de Dy, a € Aetl = (I1,...,l;) € F. Alors,
f(z) —> [ si et seulement si pour tout i € Ny, fi(z) — ;.

TEA z€EA
Propriété. Continuité en un point d’une application a valeurs dans un produit.
Supposons que F' = F; x --- x Fy, ou Fy, ..., F, sont des espaces vectoriels normés et notons
f: E — F

r o f@) = (A)h. o))

f est continue en a si et seulement si pour tout i € Ny, f; est continue en a.

. Soit a € Dy. Alors,

Propriété. Limite d’une application a valeurs dans un espace de dimension finie. Sup-
posons que F' est un K-espace vectoriel de dimension finie dont une base est (e1,...,e,) et notons

q q
fl@) = Zfi(x)ei. Soient A une partie de Dy, a € A et | = Zliei € F. Alors,
i=1 =1
f(z) —> 1 si et seulement si pour tout i € Ny, fi(z) — l;.
z€A z€A

Propriété. Continuité en un point d’une application a valeurs dans un espace de dimen-
sion finie. Supposons que F est un K-espace vectoriel de dimension finie dont une base est (e1, ..., e,)

q
et notons f(z) = Z fi(z)e;. Sia € Dy, f est continue en a si et seulement si pour tout i € Ny, f; est
i=1

continue en a.
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4 Opérations algébriques sur les limites
4.1 Somme de deux applications a valeurs vectorielles

Notation.
Dans ce paragraphe, on fixe une seconde fonction g : F — F, définie sur D,,.
On suppose que A C Dy N Dy.

Propriété. Si f(z) —1et g(x) —1', alors (f +g)(x) — 1 +1'.

Z;EA TEA €A
Remarque. C’est valable dans le cadre des limites infinies, a condition d’éviter la forme indéterminée
00 — 00, ¢’est-a-dire lorsque [ et I’ sont les deux éléments distincts de {400, —c0}.

Propriété. Soit a € Dy NDy. Si f et g sont continues en a, f + g est continue en a.

Corollaire. La somme de deux applications continues est continue.

4.2 Produit d’une application scalaire par une application vectorielle

Notation. Dans ce paragraphe, on suppose que f est une application de E dans K et que g est une
application de FE dans un K-espace vectoriel normé F'. Ainsi f est une “application scalaire” et g est
une “application vectorielle”. On suppose que A C Dy N Dy.
Propriété. Si f(z) —1et g(x) —1', alors (fg)(z) — II'.

rEA rEA Z;GA
Remarque. C’est valable dans le cadre des limites infinies, a condition d’éviter la forme indéterminée
0 X oo.

Propriété. Soit a € Dy ND,. Si f et g sont continues en a, fg est aussi continue en a.

Corollaire. Le produit d’une application scalaire continue par une application vectorielle continue
est continue.

Propriété. Soit A une partie de E. L’ensemble C(A, F') des applications continues de A dans F' est
un K-espace vectoriel. C(A, K) est une K-algebre.

Propriété. On suppose que f est une application de E dans K*.
1 1
Si f(z) — 1l e Kalors (4)(z) — 7

€A f rEA
Remarque. Cette propriété est valable avec des limites infinies dans les cas suivants :
— Si l = 0o, en convenant que é =0.
— SiK=Retl=0%" (cest-a-dire que [ = 0 et que f est strictement positive au voisinage de a),
en convenant que 0% = +00.

— SiK=Retl=0",en convenant que -

OT:*OO.

5 Cas des fonctions a valeurs dans R.

On suppose ici que F = R.

Propriété : passage a la limite sur une inégalité large :
Sivee A f(x) <g(z), f(z) — let g(x) — 1, alors [ <1'.
zEA z€EA

Principe du tunnel (pour des inégalités strictes) :
Si f(x) — L€ Ret a <l < p,alors, au voisinage de a, a < f(r) < 8.

z€EA
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Corollaire. Si f(z) — ¢ € R alors f|4 est bornée au voisinage de a.
zEA
Propriété. Principe des gendarmes.
SiVe € A hi(z) < ha(x) < ha(z), hi(z) — 1 et hz(x) — [, alors hy(x) — I.

€A T€EA €A
Il faut savoir le démontrer.

Remarque. On peut adapter le principe des gendarmes au cas ou [ = Fo0.

6 Cas des fonctions de R dans R.

Théoréme de la limite monotone : Soit (m, M) € R” avec m < M et f :]m, M[— R.
Si f est croissante, alors f(x) — sup fly) eR et f(z) — inflf(y) eR.
Cel YEI el Y€

Si f est décroissante, alors f(x) — inf f(y) € R et f(z) — sup f(y) € R.

c— M
1%1 yel zel Y I

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit (m, M) € R” avec m < M et f :]m, M[— R une application monotone. Pour tout
a € I, f possede en a une limite & droite, notée f(a™), et une limite & gauche, notée f(a™). De plus,
si f est croissante, f(a™) < f(a) < f(a™), et si f est décroissante, f(a™) > f(a) > f(a™).

f est discontinue en a si et seulement si f(at) # f(a™) et dans ce cas |f(at) — f(a™)| s’appelle le
saut de discontinuité de f en a.

Il faut savoir le démontrer.
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