DS 6 : Un corrigé

Le bareme comporte un total de 46 points.

Exercice (sur 4 points)

Soit y une application deux fois dérivable de R* dans R.

Notons (H) : y" + 4y + 4y = 0. 1l s’agit de ’équation homogene associée a (F).
Son polynéme caractéristique est x(X) = X2 +4X +4 = (X + 2)?,

donc t — e~ 2 est une solution de (H) qui ne s’annule jamais.

Conformément au cours, on va résoudre (E) en posant y(t) = A\(t)e ', Ainsi,
(B) <= 4Xe ™2 + 4N —2X)e 2 4 e 2 (N — 2X — 2(X —2)\)) = e *'In(t), donc
()<= XN =In(t) <= Ja R, X =tln(t) —t+a.

o : t? t2dt £2
Par intégration par parties, [ tln(t) dt = 3 In(t) — 5T =3 In(t) — 1 + 5,
t2 t2 t2
donc (F) <= Jo,B € R, Vt € RY, A(t) = Eln(t) ~17 3 + at + (3, puis
t2 t2
(E) — E'Oé,ﬁ S R? Vit € R; y(t) = ei2t<04t+ﬁ + §1H<t> — %)

Probleme : Calculs de sommes de séries

Partie I : deux exemples. (sur 6 points)

1°) (sur 1 point) Cas d’une suite constante :
Si a = 0, alors les suites (a,) et (a}) sont identiquement nulles, donc les séries > a,
et > a} sont convergentes.
Supposons maintenant que a # 0. Pour tout n € N, d’apres la formule du binome de
n
.« n\ « 0
Newton, a¥ = on 2 (k) = 2—n(1 +1)" =a.
En particulier, les suites (a,) et (a’) ne convergent pas vers 0, donc les séries > a,, et
> ak sont grossierement divergentes.



2°) Cas d’une suite géométrique :
o (sur 2 points) D’apres le cours, la série géométrique > a, = > 2" converge si et

—+00 1
seulement si |z| < 1 et dans ce cas, E n = 7 :
—z
n=0

Pour tout n € N*, d’apres la formule du binome de Newton,
1

n n
. _ n\ o A2 . NS .
a, = — 2" = ——— Ainsi, (a}) est aussi une suite géométrique, mais sa
EAC k 2" "

k=0

4+ z

. 1 . . .
raison est égale a . Lasérie Y a’ est donc convergente si et seulement si [1+z| < 2,

c’est-a-dire si et seulement si le complexe z est dans la boule ouverte de centre —1 et

+o0 1 +o00 9
de rayon 2. Dans ce cas, 5 a, = T donc E a, = 7 )

o (sur 1 point) > a’ converge si et seulement si z € B,(—1,2) (boule ouverte de
centre —1 et de rayon 2) et »_ a, converge si et seulement si z € B,(0,1). Si I'on
représente ces deux domaines dans le plan complexe, on voit que B,(0,1) C B,(—1,2).
On peut le démontrer directement : si z € B,(0, 1), alors |z + 1| < |2| + 1 < 2, donc
z € B,(—1,2).

On en déduit déja que la convergence de > a, implique celle de ) a’.

De plus, lorsque z = =2, z € B,(—1,2)\ B,(0, 1), donc Z a; converge et »_ a, diverge.
Ainsi, la convergence de ) a’ n’implique pas celle de > a,,.

o (sur 2 points) On suppose que z = e? avec € R.

Ainsi, z € U, or on voit sur une figure que UNB,(—1,2) = U\ {1}, donc > a, converge
si et seulement si ¥ # 1, c’est-a-dire si et seulement si § ¢ 277Z. On peut le démontrer

directement, car |1+ €| = |e'2(e7%5 + ¢'2)| = 2| cos(%)], donc €’ € B,(—1,2), sauf
lorsque 2| cos(§)| = 2, c’est-a-dire lorsque g € wZ. Pour la suite, on suppose donc que
+00 ;
2 2 2 1 0
0 2rZ. Alors a, = — = — - — = —— = — e "2,
¢ RZ:O 1 — et e’g(e_zg — ezg) €32 sin(g) Sln(g)
Ainsi,
—+00 —+00 0
cos(%)
Re( a:‘l) =1| et Im( a:‘l) =—2
2 2,%) = )

Partie I1 : Comparaison entre (a,) et (a’). (sur 7 points)

3°) (sur 1 point)

1 —1)...(n—k+1 k
Soit k € N. Lorsquenzk:,2_n(n> nn—1)...(n—k+1) n

= ~ — 0, car
k AL ! n—4o0 2" k! n—s+4oo

d’apres les croissances comparées, — — 0.
2N n—s+too



4°)  (sur 4 points)
— La suite (a,) est convergente, donc elle est bornée.
Ainsi, il existe M € R tel que, pour tout n € N, |a,| < M.
— Soit € > 0. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, |a,| < 5.
Soit n € N avec n > N. Alors, par inégalité triangulaire

QAR W RS AT

|az| =
k=0 k=N
= 1 3 /n) e
il M+ — >
k=0 k=N
MNfl n 1 n n\ € £
— Poursuivons : déduit <= o 3 =ty
oursuivons : on en déduit que |a)| < on e k + on kZ:O (k) 2 " 2

!

€ N tel que, pour

(CRES

Or d’apres la question précédente, b, 7 0, donc il exist
n——+0oo
tout n > N, b, < 5.

Posons P = max (N, N’) et soit n > P. Alors |a;| < % + <

2

= E.

Ceci démontre que a;, — 0.
n—+oo

5°) (sur 1 point)
Posons, pour tout n € N, b, = a, — £. Alors b, — 0, donc d’apres la question

n——+0o
1 < 1 &
précédente, on a b, — 0, o b, = ;; (Z) be = 5 ; (Z) (ap — €) = a* — ¢,

Ceci démontre bien que a;, — /.
n—+o0o

6°) (sur 1 point)
D’apres la question 2, lorsque, pour tout n € N, a,, = 2™, ou z € C, on a

14+ 2\n - . Lo g
al = ( 5 ) . En particulier lorsque z = —2, la suite géométrique (a,) ne converge
—1\n
pas (car |a,| — 4o00) alors que a! = (—) — 0. Ainsi, en général, la conver-
n—-+oo 2 n—-+4oo

gence de la suite (a,) n’est pas équivalente a la convergence de la suite (a}).

Partie III : Comparaison entre > a, et > a’. (sur 6 points)

7°)  (sur 4 points) On procede par récurrence : soit n € N.

I < /n+1
Not R I ti ivante : T,, = — S
otons R(n) 'assertion suivante o ,;0 < ki 1) %
1 o~ /n+1
L = 1 1 T =ay = — = = ot .
orsque n = 0, on calcule T = af = ag et o ,;:0 (k N 1)Sk So = ag, d’ou R(0)



On suppose maintenant que R(n) est vraie.

n ntl
. 1 n+1 1 n+1
Alors Ty =T+ ajyy =50 ) (k + 1)S’f + gt 2 ( k )a’“'
k=0 k=0

Dans la seconde somme, on pratique une transformation d’Abel :
en convenant que S_; = 0,

(=L () =E (e £ (I

k=0 k=0 k=0 k=—1
n+1 n
n+1 n+1 n+1 o
donc kzzg( i )ak = ; (( i ) — (k—i—l))Sk—i_SnH' On en déduit que
- +1 - n+1 n+1
ot =95 (") s ( - )S S,

n+1 n+1
= 0(( ) )+(k+1))5k+5n+1,

z 2
donc d’apres la formule de Pascal, 2"'7, | = Z (Zi 1) Sk + Sp41, d’ott 'on déduit
k=0

n+1
1 2
Toy1 = ) ; (Z I 1)Sk, ce qui prouve R(n + 1) si I'on suppose R(n).

Le principe de récurrence permet de conclure.

+oo
8°) (sur 2 points) Notons S = Zan. Ainsi, S, — S.
=0 n—-+o0o
1S5 n+1 .
Pour tout n € N, T,, = on f Si_1, donc si 'on pose pour tout n € N,
k=1
1 & n+1
S! = Sn_1, en convenant toujours que S_; = 0, on obtient T}, = Qﬁ Z i Sy
k=0
Or S/, — S, donc en appliquant la question 5 en remplacant (a,,) par (S},), on obtient
n—-+00
+oo +00
que T,, — 285. Ceci montre que la série Y | a} est convergente et que Z a, =2 Z Qp,.
noee n=0 n=0

Partie IV : Rayon de convergence d’une série entiére. (sur 13,5
points)

9°) (sur 2 points) Soit z € C tel que |z| < p. Par hypothese, il existe M € R, tel que,
n
< Mr", ol

z
pour tout n € N, |a,p"| < M. Alors, pour tout n € N, |a,2"| = |a,p"| —’
p
z
r = ‘—‘ € [0,1]. La série géométrique > r™ est convergente, donc d’apres le cours, la
p
série Y a,2" est absolument convergente.



10°) (sur 2 points) ¢ 0 € A, donc A est une partie non vide de R;. Elle possede
donc bien une borne supérieure dans R, U {+oc}.

o Supposons que |z| < R.

Alors |z| n’est pas un majorant de A, donc il existe p € A tel que |z] < p.

Ceci impose p > 0, donc d’apres la question précédente, la série Y a, 2" est absolument
convergente.

o Supposons que |z| > R. Alors |z| ¢ A, donc la suite (a,|z|") n’est pas bornée, or
pour tout n € N, |a,z"| = |a,|z|"|, donc la suite (a,2™) n’est pas bornée.

11°)  (sur 2 points)

L’existence découle de la question précédente. Il reste a montrer I'unicité.

Soit S € Ry U {+o0} tel que pour tout complexe z, si |z| < S, > a,z™ converge et si
|z] > S, > a,z" diverge.

Si S < R,ilexiste T € R tel que S <T < R. Alors > a,T" est a la fois convergente
et divergente, ce qui est faux. On raisonne de méme si R < S, donc S = R.

12°) (sur 2 points) o Supposons d’abord que ¢ € R*.. Soit z € C*.

|an+1zn+1‘ _
|an2"| n

l|z| <1et > a,z" converge (et c’est encore vrai lorsque z = 0), et de méme, lorsque

2| > 7, 1]z] > Let Y a,z™ diverge. Ainsi, d’apres la définition du rayon de convergence,

ce dernier est bien égal dans ce cas a %

©  Supposons que ¢ = 0. Alors le calcul précédent montre que, pour tout z € C*,

|an+12’n+1|

Ap+1

|z2| — 1|z], donc d’apres le critere de d’Alembert, lorsque |2| < 1,
n—-+0oo

— 0, donc d’apres le critere de d’Alembert, > a,z™ converge. Dans ce
|an2”| n—+o0
cas, le rayon de convergence est bien égal a +oo = %.

+1
Apr1 2"
o Supposons enfin que ¢ = +o0. Alors pour tout z € C*, M — 400 et
|ap 2| n—too
. . . N 1
> a,z™ diverge. Dans ce cas, le rayon de convergence est bien égal a 0 = =

13°) (sur 0,5 point) ¢ Pour la premiere série entiere, a,, = 1 pour tout n € N. On peut
donc appliquer la question précédente avec ¢ = 1 : le rayon de convergence de » 2" est
égal a 1.

1 1

¢ Pour la seconde série entiere, a,, = m Alors “L = —— — 0, donc d’apres
n ! n

+2 n—-+00
la question précédente, le rayon de convergence de g

z
——— est égal a 4o00.
(nt1) o ®
14°) ¢ (sur 2 points)
Posons x,, = 0,, — Inn pour tout n € N. Alors, pour tout n € N*,

1
Tp—Tpoy = =+ In(n—1) —Inn = L +1In(1 — 2) = O(%). Or la série 2_2 est

n

n>1

convergente, donc d’apres le cours, la série > (z, — z,,_1) est aussi convergente, mais
cette derniere série est télescopique, donc la suite (z,,) est convergente, ce qu’il fallait
démontrer.



o (sur 2 points) La suite (£),>; tend vers 0 en décroissant, donc d’apres le théoréme

_1 n—1 +0o —1) 1
des séries alternées spéciales, la série Z ) est bien convergente. Z )
n>1 n n=1 n
2n n n
o (— 1)k (—1)2k-1 (—1)@k-D-1
t donc la limite de S,, = — or S, = —_— — d
est donc la limite de ; ? or ; o —l—; or 1 onc

:__Z Z2k—1 :——Z (Z——Z2k> 09y, — 0. Alors d’apres

le point precedent S = (In(2n) + v —{— (1)) (lnn + v+ o0(1)) =1In2 + o(1), ce qui

+o0 -1
—1)»
prouve que S, — In2. On a donc montré que Z % =1In2|.

n—+00 — n
15°) (sur 1 point) En particulier, o,, ~ Inn, donc lorsque n > 1, en posant a,, = U—T,
n!

n 1 1 1
Gnt1 | n(n+ 1) ,Orln(n+1) =Inn+In(1+2%) =Inn+ o(l) ~ Inn, donc
an In(n) n+1 "

il . Ainsi, le rayon de convergence de Z In® est 400,

an, n——+oo TL'

n 1 1
Intl | nn+1) ~ 1, donc le rayon de convergence de > 0,,2" est égal a 1.

on Inn

Partie V : Exemples d’études de séries entiéres (sur 9,5 points)

16°) (sur 1,5 point) Soit n € N. D’apres 'introduction de cette partie, h est n fois
dérivable sur ] R, R, et pour tout x €] — R, R|,

h(x Z drn (apa?) = Zapp(p —1)---(p—n+ 1)z, donc pour z = 0, on

obtient h(” ( ) = nla,

17°)  (sur 1 point) Soit x € R. D’apres la question 13, f(x) est bien défini. De plus,
+oo n+1
xf(x) = z:% h, donc par décalage d’indice (que 'on peut justifier en passant

oo n +oo
. x s T _ L
aux sommes partielles), z f(z) = 5_1 ot d’apres le cours e® = 5_0 ok
donc z f(z) = e” — 1. Ainsi, lorsque  # 0, |f(x) = -1 et f(0) =
x

18°) (sur 2 points)
1—e®

1 el
x :_EZ n! n! ’

Lorsque z € R*, e " f(x) =




+
décalage d’indice, e~ * f(z) =

8

(=D)"a"

(Tl)" Cette égalité est encore vraie lorsque z = 0,
n !

i
o

car f(0) = 1.
Cette nouvelle série entiere converge pour tout z € R, donc son rayon de convergence
est infini. Alors, d’apres 'introduction de cette partie, pour tout x € R,

+oo +oo
T (_1>ntn (_1)nIn+1 ) ) ) )
F(x) = — dt = . | ’
(x) nE_O /o (1] dt nE_O CESICESY Un dernier décalage d’indice donne

+oo (_1)71—11,71
alors, pour tout z € R, |F(z) = Z T e

— (n)n

(_1)7171
nln '

Ainsi, by = 0 et pour tout n € N*, |p =

n
vaut

OnZ

19°) o (sur 1 point) D’apres la question 15, le rayon de convergence de Z "'
n!

+00, donc d’apres les résultats admis par I’énoncé en début de partie, g est de classe C'™
sur R. En particulier, ¢’ est définie sur R. De plus, toujours d’apres les résultats admis en

X nopa™ R ool Rt
début d t', tout GR,/ — onr _nr n )
et e i, pous tont € R, () =3 =3 (R = 3%

/ +o00 (Un+1 - O'n)QTn > " c. /
done (@) —g(e) = 3 =T = 3 gy Ainsi [ =g = 1]

o (sur 1 point) ¢ est donc une solution de I’équation différentielle (E) : ¢ —y = f,
dont I’équation homogene associée est (H) : ¢y —y = 0.
Soit y une application dérivable de R dans R. On sait que (H) <= y = C'e”. On fait
varier la constante en posant y = C(x)e”. Alors d’apres le cours,
(F) <= C'(z)e” = f(x) <= C(x) = F(z) + D, donc il existe D € R tel que, pour
tout z € R, g(z) = F(z)e® + De®. Or g(0) = 09 = 0 et F(0) =0, donc D = 0. On en
déduit que, pour tout z € R, ’g(ac) = exF(ac)‘ :
o (sur 1 point) Soit n € N. D’apres la question 16, g™ (0) = o,,. Par ailleurs, d’apres
la formule de Leibniz, pour tout z € R, ¢ (z) = Z (n) ﬁ(F(sv)) " (€®)

’ ’ —\p dzP i

or toujours d’apres la question 15 et d’apres la question précédente, pour tout p € N*,

p = _—(_1)p—1 = insi, g\" = - (n —(_1)p—1
F®(0) = plb, = ;. et F(0) = 0. Ainsi, ¢ >(0)_Z<) —

p=1 p

. n n (_1)]{:,
On a donc bien montré que pour tout n € N, o,, = .
awe p > (1)
20°) (sur 1 point) ¢ Notons Dy le domaine de définition de ¢. Ainsi, pour tout = € R,
x € D, si et seulement si la série ) 0,2™ est convergente.
D’apres la question 15, | — 1,1[C D, C [—1,1].



De plus, 0, ~ Inn — 400, donc > o, et > (—1)"0, divergent grossierement donc

n—-+o0o
Dy =] — 1,1]| .

+00
o D’apres l'introduction de cette partie, pour tout x € [0, 1], ¢'(z) = Z no,z" "t >0
n=1
donc ¢ est croissante sur [0, 1].
-1 k—1
21°) (sur 1 point) Si on pose ay = ) pour k> 1etay =0, ona dapres la
_ o 1 < (n .
question 19 : Q—Z =5 Z (k> a = a;.
k=0
+oo
De plus d’apres la question 14, > a, converge et Zan = In2. Alors d’apres la
n=0

+o0 +o0
question 8, > af est également convergente et Zaz = QZan. On en déduit que

n=0 n=0
1 X4
— ) = 2 =92In(2)]|.
¢<2) ; on = 2In(2)




