
Résumé de cours :

Semaine 21 : du lundi 4 au vendredi 8 mars.

Continuité globale

1 Cas des fonctions de R dans R

Notation. Dans ce paragraphe, on fixe un intervalle I d’intérieur non vide.

Théorème des valeurs intermédiaires (TVI) :
Soit f : I −→ R une application continue à valeurs réelles. Soit a, b ∈ I avec a < b. Alors, pour tout
réel k compris entre f(a) et f(b), il existe c ∈ [a, b] tel que f(c) = k.
Ainsi, l’image d’un intervalle par une application continue à valeurs réelles est un intervalle.
Il faut savoir le démontrer.

Théorème.
Une fonction continue de I dans R est injective si et seulement si elle est strictement monotone.
Il faut savoir le démontrer.

Théorème de la bijection :
Soit f : I −→ R une application continue et strictement monotone.
f est une bijection de I dans f(I) et f−1 : f(I) −→ I est également continue et strictement
monotone (de même sens de variation que f).
Il faut savoir le démontrer.

Remarque. Dans un tableau de variations, les flèches obliques signifient que l’application étudiée
est continue et strictement monotone. Le théorème de la bijection affirme en particulier que toutes les
valeurs intermédiaires sont atteintes exactement une fois.

Définition. Soit E et F deux espaces métriques. f : E −→ F est un homeomorphisme entre E et
F si et seulement si f est une bijection telle que f et f−1 sont continues.
Deux espaces métriques sont homéomorphes si et seulement si il existe un homéomorphisme entre ces
deux espaces.

2 Continuité et ouverts

Théorème. Soit E et F deux espaces métriques et soit f : E −→ F une application définie sur Df .
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) f est continue.
ii) L’image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert

pour la topologie induite sur Df .
iii) L’image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé

pour la topologie induite sur Df .
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Il faut savoir le démontrer.

3 Continuité d’une application linéaire

Notation. Dans ce paragraphe, E et F désignent 2 K-espaces vectoriels normés.

Théorème. On suppose que f ∈ L(E,F ). Les assertions suivantes sont équivalentes.

i)f est continue.
ii) f est continue en 0.
iii) f est bornée sur la boule unité de E.
iv) f est bornée sur la sphère unité de E.
v) ∃k ∈ R+ ∀x ∈ E ‖f(x)‖ ≤ k‖x‖.
vi) f est lipschitzienne.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. On note LC(E,F ) l’ensemble des applications linéaires continues de E dans F .
Pour tout u ∈ LC(E,F ), on pose ‖u‖ = sup

x∈E
‖x‖E≤1

‖u(x)‖F .

Alors LC(E,F ) est un K-espace vectoriel normé.
De plus, pour tout u ∈ LC(E,F ) et x ∈ E, ‖u(x)‖E ≤ ‖u‖‖x‖E .
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit E,F et G trois K-espaces vectoriels normés.
Soit u ∈ LC(E,F ) et v ∈ LC(F,G). Alors ‖v ◦ u‖ ≤ ‖v‖‖u‖.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Si E est de dimension finie, pour tout f ∈ L(E,F ), f est continue.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Les applications p-linéaires, où p ∈ N∗, définies sur des espaces vectoriels de dimensions
finies, sont continues.

Propriété. Les applications polynomiales à n indéterminées sont continues.

4 Continuité et compacité

Propriété (hors programme) : f est continue si et seulement si ses restrictions aux compacts de
E inclus dans Df sont continues.

Théorème. L’image directe d’un compact par une application continue est un compact.
Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Soient A un compact non vide de E et f : A −→ R une application continue. Alors f
est bornée et elle atteint ses bornes, c’est-à-dire qu’il existe
(xm, xM ) ∈ A2 tel que, pour tout x ∈ A, f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xM ).
Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. L’image directe d’un segment de R par une application continue à valeurs réelles est un
segment.

Théorème. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
Il faut savoir le démontrer.
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Semaine 21 : Résumé de cours 7 La relation de prépondérance

5 La continuité uniforme

Notation. On fixe deux espaces métriques E et F ainsi qu’une application
f : E −→ F définie sur Df ⊂ E.

Définition. f est uniformément continue sur Df si et seulement si
∀ε ∈ R∗+ ∃α ∈ R∗+ ∀(x, y) ∈ D2

f (d(x, y) ≤ α =⇒ d(f(x), f(y)) ≤ ε).

Propriété. Caractérisation séquentielle de la continuité uniforme.
f est uniformément continue si et seulement si pour tout couple ((xn), (yn)) de suites d’éléments de
Df tel que d(xn, yn) −→

n→+∞
0, d(f(xn), f(yn)) −→

n→+∞
0.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. La composée de deux applications uniformément continues est uniformément continue.

Propriété. “lispchitzienne”=⇒“uniformément continue”=⇒“continue”, mais les réciproques sont
fausses.

Théorème de Heine : Toute application continue sur un compact est uniformément continue.
Il faut savoir le démontrer.

Comparaison au voisinage d’un point
K désigne R ou C.

Notation. A est une partie d’un espace K-espace vectoriel normé E. Soit a ∈ E ∪ {+∞,−∞,∞}.
On suppose que tout voisinage de a rencontre A.

Sauf mention du contraire, les applications considérées dans ce chapitre sont définies sur A et sont à
valeurs dans un K-espace vectoriel normé.

6 La relation de domination

Définition. On dit que f est dominée par g au voisinage de a si et seulement si
(1) : ∃V ∈ V(a) ∃C ∈ R∗+ ∀x ∈ V ∩A ‖f(x)‖ ≤ C‖g(x)‖.
On note alors f(x) = O

x→a
x∈A

(g(x)) (notation de Landau) ou bien f(x) � g(x) (notation de Hardy).

Remarque. f = O(g) si et seulement si ‖f(x)‖ = O(‖g(x)‖).

Cas particulier des suites.
xn = O(yn) si et seulement si ∃N ∈ N ∃C ∈ R∗+ ∀n ≥ N ‖xn‖ ≤ C‖yn‖.

Propriété. S’il existe V voisinage de a tel que g(x) ne s’annule jamais sur V ,

f = O(g) si et seulement si x 7−→ ‖f(x)‖
‖g(x)‖

est bornée au voisinage de a.

Propriété. O(O(f)) = O(f) ( Il faut savoir le démontrer.), O(f) + O(f) = O(f),
Lorsque ϕ(A) ⊂ K, O(ϕ).O(f) = O(ϕ.f). Si α ∈ R∗+, lorsque f(A) ⊂ R∗+, O(f)α = O(fα).

Propriété. Si f(x) = O
x→a
x∈A

(g(x)) et si g(x) −→
x→a
x∈A

0, alors f(x) −→
x→a
x∈A

0.

Propriété. (Hors programme) Soient (un), (vn) ∈ R∗+
N.

S’il existe N ∈ N tel que ∀n ≥ N un+1

un
≤ vn+1

vn
, alors un = O(vn).

Il faut savoir le démontrer.
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7 La relation de prépondérance

Définition. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement si
(1) : ∀ε ∈ R∗+ ∃V ∈ V(a) ∀x ∈ V ∩A ‖f(x)‖ ≤ ε‖g(x)‖.
On note alors f(x) = o

x→a
x∈A

(g(x)) (notation de Landau) ou bien f(x) << g(x) (notation de Hardy).

Remarque. f = o(g) si et seulement si ‖f(x)‖ = o(‖g(x)‖).

Cas particulier des suites. xn = o(yn) si et seulement si ∀ε ∈ R∗+ ∃N ∈ N ∀n ≥ N ‖xn‖ ≤ ε‖yn‖.

Propriété. S’il existe V voisinage de a tel que g(x) ne s’annule jamais sur V ,

f = o(g) si et seulement si
‖f(x)‖
‖g(x)‖

−→
x→a
x∈A

0.

Exemples. f = o(1) si et seulement si f(x) −→
x→a
x∈A

0.

Exemple. Soit α, β ∈ R avec α < β. Alors en +∞, xα = o(xβ) et en 0+, xβ = o(xα).

Propriété. o(f) = O(f), o(O(f)) = o(f) et O(o(f)) = o(f) (donc aussi o(o(f)) = o(f)).
o(f) + o(f) = o(f) ( Il faut savoir le démontrer.),
Lorsque ϕ(A) ⊂ K, o(ϕ).O(f) = o(ϕ.f) et O(ϕ).o(f) = o(ϕ.f) (donc aussi o(ϕ).o(f) = o(ϕ.f)).
Si α ∈ R∗+, lorsque f(A) ⊂ R∗+, o(f)α = o(fα).

Théorème des croissances comparées : Soit α, β, γ ∈ R∗+ et a > 1.

1. Les suites lnα(n), nβ , an et n! tendent vers +∞ et chacune est négligeable devant les suivantes.

2. Au voisinage de +∞, les fonctions lnα x, xβ et eγx tendent vers +∞ et chacune est négligeable
devant les suivantes.

3. Au voisinage de 0+, | lnx|α = o
( 1

xβ

)
.

4. Au voisinage de −∞, eγx = o
( 1

|x|β
)

.

8 La relation d’équivalence

8.1 Définition

Définition. On dit que f est équivalente à g au voisinage de a si et seulement si f − g = o(g).

Ainsi, f(x) ∼
x→a
x∈A

g(x)⇐⇒ f = g + o(g) .

Propriété. On suppose qu’il existe V voisinage de a tel que g(x) ne s’annule jamais sur V , que f et

g sont à valeurs dans K. Alors f ∼ g ⇐⇒ f(x)

g(x)
−→
x→a
x∈A

1.

Exemple. Si P (X) =

n∑
k=m

akX
k est un polynôme à coefficients complexes, avec an 6= 0 et am 6= 0,

au voisinage de 0, P (t) ∼ amtm et au voisinage de +∞, P (t) ∼ antn.

Propriété. La relation “∼” est une relation d’équivalence sur F(A,F ).
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Si f(x) −→
x→a
x∈A

l ∈ K et si l 6= 0, alors f(x) ∼ l.
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8.2 Propriétés de stabilité de la relation d’équivalence

Propriété. Si f(x) ∼ g(x), alors ‖f(x)‖ ∼ ‖g(x)‖.

Propriété. Stabilité du produit.
Si ϕ ∼ Ψ, avec ϕ et Ψ à valeurs dans K, et si f ∼ g, alors ϕ.f ∼ Ψ.g.

Propriété. Si g(x) 6= 0 au voisinage de a et f ∼ g, avec f et g à valeurs dans K, alors
1

f(x)
∼ 1

g(x)
.

Propriété. On suppose que f et g sont à valeurs réelles.
Si f ∼ g, alors f et g ont le même signe au voisinage de a au sens strict.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soient α ∈ R. On suppose que f et g sont à valeurs réelles.
Si f ∼ g et si g est strictement positive au voisinage de a, alors fα(x) ∼ gα(x).

Propriété. Si f ∼ g et si g(x) −→
x→a
x∈A

l ∈ F ∪ {∞,±∞}, alors f(x) −→
x→a
x∈A

l.
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