LMB MPSI2

Programme de colle numéro 3 - semaine du 6 octobre

La colle débutera par une ou plusieurs questions de cours citées en fin de programme de colle.
Le cours doit étre parfaitement su.

Notion d’applications

Définition. Graphe. Image et antécédent. Restriction et prolongement.
Composition. Définitions, exemples. Associativité de la composition.
Injection, surjection, bijection. Propriété de la composée. Bijection réciproque.

Image directe et image réciproque d’une partie.

M.

Familles. Définition. Exemple des suites. Famille de parties. Partition d’un ensemble.

QUESTIONS DE COURS ou exo de cours :

La colle commencera par la vérification de la connaissance précise des définitions du cours
Applications : fonction injective, surjective, bijective et définition d’une image directe d’une
partie par une fonction ou d’une image réciproque d’une partie par une fonction. Ensuite Ques-
tions de cours :

1. Exo (pour travailler la correction du DS)

(a) Montrer que pour  # 0[27] et z # 1, on a I’équivalence suivante :

z—l_e

0
<= z = —icotan (2>

(b) Soit n € N*. On considere I’équation (e) d’inconnue z € C \ {1} :

241 24+ 1\2 Z+ 1\t
: 1 _
(e) +2_1+<2_1) + +(Z_1) 0

Résoudre I’équation dans C \ {1}. On exprimera les solutions trouvées a I’aide de la
fonction cotan et on précisera le nombre de solutions distinctes trouvées.

2. Associativité du produit de composition
3. Exo Soit a € R, on note E = RE et on considére T : E — E qui a f € E associe
I’application T'(f) définie par
Ve e R, T(f)(x) = f(z +a)

(a) Déterminer T o T (c’est-a-dire expliciter pour f € Eetz € R, T o T(f)(z) en
justifiant.

(b) Déterminer, pourn € N, T°" :=ToTo--- 0T (T composée n fois) en démontrant
la réponse rigoureusement.

4. résultat de cours
Démontrer que si f : E — F, g : F — G sont injectives (respectivement surjectives) alors
g o f estinjective (resp. surjective).
5. résultat de cours
Démontrer que pour f : E - F,g: F — G, :
g o f injective —> f injective et
g o f surjective = g surjective .
6. résultat de cours
Démontrer quesi f : E — Fetg: F — G,pour ACEetBC G,ona

(go /)™'B)=f""(g7'(B)) etgo f(A) =g(f(A))

7. Exo Soit n > 2 un entier fixé. On considere les applications suivantes
R - C C - C C - C
14 0 — e e z = e Fo z = 2" ot
C — C
COS - s ei® +2 e~ iz

Etudier, pour chacune des applications suivantes, I’injectivité, la surjectivité et préciser I’es-
pace image.

(On s’appuiera sur le cours Nombres complexes : par exemple, I’ étudiant doit savoir don-
ner le nombre de solutions dans C de I’équation z" = a en fonction de a € C mais n’est
pas obligé de le redémontrer.)

8. Exo
Soit E et F deux ensembles, f : E — F une application et A et A’ deux parties de E.
Montrer que 'ona f(ANA’) C f(A)N f(A").
Montrer par un exemple que I’inclusion inverse est fausse en général.
Montrer que, si I’on suppose f injective, alors on a I’égalité f(ANA") = f(A) N f(A).

9. Exo (pour travailler les méthodes de démonstration et les notations du cours)
Soit f une application de A dans B.
Montrer que [ est surjective si et seulement si quelle que soit la partie Y de B, on a

FUFHY) =Y.

PREVISIONS : Révision et compléments d’analyse réelle (a ce stade les résultats seront
admis), puis étude des fonctions usuelles (fonction puissance d’exposant réel, arcsin, arccos,
arctan, ch, sh, th).



