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n PREMIER EXEMPLE ET GENERALITES

n Le principe récursif

Pour présenter la notion de récursivité, commencons par I'exemple classique du cal-
cul de la factorielle d'un entier naturel n. On peut définir I'entier n! par

n'=1x2x-:--xn

en ajoutant que 0! = 1 par convention. Par exemple 4! = 1 x 2 x 3 x 4 = 24. Cette
définition conduit naturellement a concevoir le calcul de la factorielle en utilisant
une boucle for:

def factorielle(n

int) -> int
renvoie la factorielle de l'entier naturel n.
f=1
for k in range(1,n+1)
f *= k
return f
Notez que pour n = 0 le résultat est correct (puisque range(1,n+1) estvide, la valeur
de f initialisée a 1 n'est donc pas modifiée).

Une autre maniere de présenter la définition de la n! est d’écrire :

= 1 sin=0
] nx(n-1)! sineN*

Notons que cette définition de la factorielle fait appel a la factorielle elle-méme (mais
sur une valeur plus petite), ce qui est caractéristique du principe récursif. Le calcul
de 4! se fait alors ainsi :

41 =4 x3!
=4x(3x2!)
=4x(3x(2x1)
=4x(3x(2x(1x01))
=4x(3x(2x(1x1)))
=24

Notons que pour que le calcul ne boucle pas infiniment sur lui-méme, il estindispen-
sable qu’au bout d'un certain nombre d’étapes il aboutisse a une valeur de factorielle
que l'on sait calculer directement. Une telle situation est appelée un cas terminal.
Pour notre exemple de la factorielle, c’est la valeur 0! = 1 qui joue le role de cas ter-
minal. A noter aussi que si on lance le calcul sur une valeur strictement négative,
celui-ci bouclera sans s’arréter. Par exemple :

(=) x(-2)=(-1)x((-2)x(=3)) =...

I se trouve que cette définition récursive peut se transposer telle qu’elle pour écrire
une nouvelle version de la fonction factorielle:

def factorielle(n

int) -> int
renvoie la factorielle de l'entier naturel n
if n ==
return 1
else :
return n*factorielle(n-1)
Tapez cette fonction et expérimentez-la sur plusieurs valeurs de n.

11 est probable que, si vous découvrez la notion de récursivité, vous soyez sur-
pris qu'un tel programme fonctionne, sans que vous n‘ayez écrit dans son code la
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moindre boucle. Pour éclairer ce phénomene, il faut comprendre que lorsqu’'un ap-
pel a une fonction se fait a I'intérieur d'une autre fonction, cette derniéere interrompt
son exécution (en sauvegardant tout le contexte qui lui permettra de reprendre le
calcul 1a ot il en était) pour permettre I'exécution de la fonction appelée. Le méca-
nisme est identique sila fonction appelée est la méme que la fonction appelante. On
peut présenter les appels successifs provoqués par factorielle(3) de la maniére
suivante :

® l'appel factorielle(3) commence et s'interrompt en déclenchant l'appel de
factorielle(2);
o l'appel factorielle(2) commence et s'interrompt en déclenchant 'appel de
factorielle(1l);
— lappel factorielle(1) commence et s'interrompt en déclenchant I'appel
de factorielle(0);
— l'appel factorielle(0) va jusqu'a son terme et renvoie la valeur 1
alafonction factorielle(1) quila appelée;
— Jl'appel factorielle(1) reprend, termine son calcul 1 x 1 = 1, et renvoie
cette valeur a l'appel factorielle(2);
o l'appel factorielle(2) reprend, termine son calcul 2 x 1 = 2, et renvoie cette
valeur a I'appel factorielle(3);
® l'appel factorielle(3) reprend, termine son calcul 3 x 2 = 6, et renvoie cette
valeur, qui est 'unique valeur de retour de I'appel initial.

Le mécanisme consistant a stopper le déroulement d'un appel pour en permettre
un autre oblige l'ordinateur a consommer de la mémoire pour stocker son contexte.
Afin de controler cette dépense en mémoire, le langage Python limite par défaut le
nombre d’appels récursifs a environ 1000. Au dela, une erreur est générée :

RecursionError: maximum recursion depth exceeded

Testez ce phénomene en appelant factorielle(988) puis factorielle(989).
Cette limite est généralement largement assez haute pour permettre I'exécution des
exemples que nous rencontrerons, mais sachez qu'’il est possible de la modifier par
la commande suivante (qui positionne le nombre maximal d’appels ici a 2000) :

import sys
sys.setrecursionlimit (2000)
Relancez alors le calcul de factorielle(989).

La notion de récursivité est généralement assez déstabilisante au départ, mais vous
constaterez al'usage que le principe devient assez rapidement familier, de trés nom-
breux concepts pouvant étre exprimés récursivement. Comme vous allez le consta-

ter, elle dépasse d’ailleurs tres largement le champs des exemples mathématiques
par lesquels nous commencons.

Exercice 1 [Sol 1]

1) Ecrivez une fonction récursive puissance(x:float, n:int) -> float ren-
voyant x" pour n entier naturel, en exprimant la définition sous la forme :

" 1 sin=0
x =
xxx™! sineN*.

2) Dans l'exemple précédent, comme sur celui de la factorielle, I'appel récursif se
fait en diminuant la variable n de 1. Il est parfois possible de la réduire d’avantage
(pour minimiser le nombre d’appels nécessaires), et souvent de la diviser par 2,
en utilisant un principe dichotomique. Reprendre la fonction précédente avec la
définition suivante :

1 sin=0
x" =4 (x?)?

24 =1 . % . .
xx(x°)z sineN*estimpair.

si n € N* est pair

On utilisera le quotient de la division euclidienne de n par 2 (qui s'obtient par

n
n//2), et qui est égal a 5 si n est pair et a si n est impair.
Afin de bien vous approprier leurs fonctionnements, listez a la main les appels

successifs engendrés par puissance(2, 10) pour chacune des deux versions.

3) 1l arrive que 'on puisse réduire une variable autrement qu’en la diminuant de 1
ou en la divisant par 2.
Par exemple, écrivons une fonction enBase(b : int, n : int) -> list ren-
voyant, sous la forme d’une liste, I’écriture de 'entier naturel n en base b (I'entier
b est supposé supérieur ou égal a 2). On rappelle qu'une écriture en base b s'ex-
prime sous la forme de la liste

[Ch» Ch—1r -1 €2, €15 Cp]

ol les chiffres ¢, ..., ¢, sont des entiers compris entre 0 et b — 1, et représente
I'entier

n=cy+c xb+cyxb?>+-+cp_y x b*1+ ¢, x b¥.
Par exemple la liste [1,0,0, 1, 1] est 'écriture en base 2 de 'entier

141x24+0%x44+0x8+1x16=19.
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Pour obtenir I'écriture en base b d’'un entier naturel n, on utilise le fait que le
« chiffre des unités » ¢, est le reste de la division euclidienne de n par b, et que le
quotient de cette division euclidienne a pour écriture (¢, ¢_;,---, 2, ¢;] €n base
b. On peut donc adopter la définition récursive suivante pour I'écriture en base b
d’un entier naturel n (en distinguant le cas terminal correspondant a un nombre
d’un seul chiffre en base b) :

(] sin<b
insérer n%»b ala fin de la liste enBase(b,n//b) sin=b

Ecrivez le code de la fonction récursive enBase. Listez a la main les appels succes-
sifs engendrés par enBase(2,19).

BILAN. Une fonction récursive est une fonction qui s’appelle elle-méme dans sa
définition, sur des valeurs «réduites » de ses parametres, afin d’aboutir de proche en
proche a un (ou plusieurs) cas terminal qui dont la valeur est renvoyée directement.
Une erreur classique dans I’écriture des fonction récursive consiste a mal évaluer ce
cas terminal et que les appels bouclent indéfiniment (en pratique, il seront limités
en Python par le nombre d’appels imbriqués autorisés).

MISE EN GARDE. Si a 'usage vous trouverez les fonctions récursives de plus en plus
naturelles et faciles a écrire, une approche trop naive peut conduire a des pro-
gramme extrémement peu efficaces. Lexemple le plus classique est celui d'une fonc-
tion fibonacci(n : int) -> intrenvoyantle terme d’indice n de la suite de fibo-
nacci définie comme vous le savez par fy = f; = l et pourtout n =2, f, = f,,_; + fr,—2-
11 est tentant de proposer la fonction récursive suivante :

def fibonacci(n int) -> int
""" renvoie le terme d'indice n de la suite de fibonacci
if 0 <=n<=1
return(1)
else :
return(fibonacci(n-1)+fibonacci(n-2))

Si ce code renvoie bien la valeur de f,,, il le fait de maniere extrémement maladroite
puisque les deux appels récursifs générés a chaque étape conduisent a recalculer
plusieurs fois de nombreux termes de la suite, comme le montre 'exemple de 'appel
fibonacci(5) (on dispose a chaque fois sur la ligne d’en-dessous les appels géné-
rés par ceux de I'étape précédente, et pour plus de concision f,, est écrit au lieu de
fibonacci(n)):

fu
SN e
f £y £y
LN LN LN
o h ko hh

f
N
f

f
VA
Lo fo

Vous constatez que f; par exemple a été évalué 5 fois!

Notez qu'il est possible de construire une version (toujours récursive) plus efficace
de la fonction fibonacci contournant ce probleme en utilisant un principe dit de
programmation dynamique que nous présenterons au second semestre.

m D’autres exemples moins mathématiques

Exercice 2 [Sol 2]

1) Que va produire 'appel de etoilesl(5) pour lafonction récursive suivante 2 (Es-
sayez de le deviner d’abord sans taper la fonction, puis faites-le pour controler.)

def etoilesl(n -> None :
if n > 0:
print('*'*n)

etoilesl(n-1)

int)

2) Méme question pour I'appel de etoiles2(5) :

def etoiles2(n -> None :
if n > 0:
etoiles2(n-1)

print('*'*n)

int)

Exercice 3 [sol 3] Cet exercice est plus délicat.

1) Si L est une liste, on appelle sous-liste de L toute liste obtenue en enlevant un
nombre quelconque d’éléments de L (et en conservant les éléments restants dans
le méme ordre). Par exemple, les listes suivantes sont toutes des sous-listes de
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2)

DESSIN DE FRACTALE.

lalisteL=[1,2,3,4,5,61: [1,3,5,61, [2,6]1, [1, [4,5]. Ecrivez une fonc-
tion récursive sous_listes(L : list) -> list renvoyant la liste de toutes les
sous-listes de L. (Notez que le résultat sera donc une liste de listes.) Par exemple
I'appel sous-listes([1,2,3]) doit renvoyer (a l'ordre des sous-listes pres) :
(ey, 1,021,031, 01,21, 11,31, 12,31, 01,2, 311.

Indication : On pourra appeler récursivement la fonction sur la liste amputée de
son dernier élément, puis conserver ces sous-listes et leur ajouter toutes celles obte-
nues en leur ajoutant le dernier élément de la liste initiale. Quel est le cas darrét?

Si L est une liste, on appelle permutation de L toute liste obtenue
en modifiant l'ordre des éléments de L. Par exemple, les listes sui-
vantes sont toutes les permutations possibles de la liste L = [1,2,3]
[1,2,3111,3,21,12,1,31,12,3,11,13,1,21,1[3,2,11.

Ecrivez une fonction récursive permutations (L :
liste de toutes les permutations de L.

list) -> list renvoyantla

Une initiation a la récursivité ne saurait étre compléte sans un

tracé de courbe fractale. Intéressons-nous a la célébrissime courbe de KocH.

Elle consiste :

ala profondeur 0 a tracer un simple segment d’'une longueur £ donnée (notez que
le petit triangle au bout du segment est dit au module turtle que nous allons
utiliser pour effectuer le tracé) :

Python Turtle Graphics

a la profondeur 1, on remplace le segment précédent par la ligne brisée suivante
(chacun des segments de cette ligne a pour longueur le tiers de celui du segment
initial) :

Python Turtle Graphics

® 3 la profondeur 2, chacun des segments de la figure précédente est elle-méme

remplacée par une figure similaire a 1'échelle correspondante et orientée dans sa
direction :

Python Turtle Graphics - o ®

PN

® et ainsi de suite, a la profondeur 3 :

Python Turtle Graphics - o ®

® puis4:
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Python Turtle Graphics

T

Exercice &  [Sol4] Vous trouverez sur 'espace partagé un fichier koch.py contenant
les instructions utilisantle module turtle pour tracer le figure en profondeur 1 pour
une longueur ¢ positionnée ici a 400.

Ecrire une fonctionrécursive koch(1 : int, p : int) -> Noneeffectuantletracé
pour une longueur ¢ et a une profondeur p.

n DEUX GRANDS CLASSIQUES

m L'algorithme de HORNER

Soit n € N et soit p une fonction polynémiale de degré n, p : x — a,x" +...+a; x +a,.
Un telle fonction serareprésentée en Python parlaliste P de taille n+1 de coefficients
rangés par degrés décroissants : P = [a,,, a,, a,]. Par exemple :

® x — 2x?+x - 1serareprésenté parlaliste [2,1,-1],
® x — 2x3+x? — x sera représenté parlaliste [2,1,-1,0].

Le but de I'exercice suivant et de comparer le nombre de multiplications effectuées

par différentes fonctions permettant I'évaluation de p en un réel x (c’est-A-dire. le
calcul de p(x)).

Exercice 5 [Sol 5]

1. On propose les deux fonctions suivantes :

def

def

eval poll(P:list,x:float)->float:
n, res = len(P)-1, 0
for k in range(n+1):

res = res + P[n-k]*x**k
return res

eval pol2(P:list,x:float)->float:
n, res = len(P)-1, 0
X =1
for k in range(n+1):
res = res + P[n-k]*X
X = X*x
return res

Vérifiez que ces deux fonctions renvoient le résultat attendu puis explicitez u,,,

resp.

v,, le nombre de multiplications effectuée par eval poll, resp. eval pol2,

pour évaluer une fonction polynomiale de degré n.

. Lalgorithme de HORNER repose sur le principe suivant :

® si p est constante, le calcul de p(x) estimmédiat,
® sinon, il suffit de remarquer que :

21)

22)

2.3)

p(x)=((a,x" ' +...+ay) x x +a;) x x +ay.

Ecrire une fonction récursive eval polH rec(P:list,x:float)->float
permettant le calcul de p(x) via I'algorithme de HORNER.

Explicitez le nombre w,, de multiplications effectuées par eval polH rec
pour évaluer une fonction polynomiale de degré n et comparez aux fonc-
tions précédentes.

Proposez une version non récursive de I'algorithme de HORNER.

m Les tours de HANOIT

Il y a des problemes pour lesquels il peut s’avérer utile de raisonner récursivement
pour leur résolution. En voici un, connu sous le nom des tours de HANOI.

On dispose de trois tours et d'une pile de n disques placée par exemple sur la Tour 1.
Le but du jeu est de déplacer cette pile sur une des deux autres tours en respectant
les reégles suivantes :

® On ne peut déplacer qu'un disque a la fois.
® On peut poser un disque sur une tour vide, ou sur un disque de diametre supérieur

uniquement.
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Limage animée Hanoi.gif dans le dossier partagé permet de visualiser I'anima-
tion.

On voudrait écrire une fonction :
Hanoi(n:int, Tdepart:int, Tarrivee:int, Taux:int)->None

qui affiche a I’écran les déplacements a effectuer sous la forme i -> j ol i et j sont
deux numéros de tours, la pile de n disques étant initialement sur Tdepart, et devant
se retrouver sur Tarrivee ala fin.

Exercice 6 Tours de HANOT : penser récursif! [Sol ¢]

1) Compléter'analyse suivante en s’assurant a chaque étape que les regles sont bien
respectées :

® Sin =1:ilyajustea afficher ....
®Sin>1:
1. pour pouvoir déplacer le plus grand disque, celui-ci doit étre libéré, pour cela
il faut déplacer lapiledes n—1 ... de... vers ...
2. on peut alors déplacer le plus grand disque de ... vers ... (les regles sont res-
pectées car ...),
3. il faut déplacerla pile des n—1 ... de ... vers ... (en respectant les regles, ce qui
est possible car ...).

2) Ecrire la fonction récursive Hanoi(n, Tdepart, Tarrivee, Taux) et la tes-
ter avec de petites valeurs de n. On peut vérifier ses solutions a cette adresse
> http://championmath.free.fr/tourhanoi.htm.

Nous allons maintenant compter combien de déplacements de disques sont effec-
tués au total dans cette fonction.

Exercice 7 Complexité de la fonction HANOT [Sol 7]

Onnote d, lenombre de déplacements de disques effectués lorsque la pile comporte
n disques.

1) Déterminer d,.
2) Montrer que pour n > 1,d, =2d,_, + 1.

3) Endéduire quelasuite (1+d,,),en- €St géométrique et déterminer 'expression de
d,.

v

A retenir

® On appelle fonction récursive toute fonction qui fait appel a elle-méme mais
avec des parametres « plus simples » (comme la récurrence en mathéma-
tiques).

® [exécution d'une fonction récursive entraine une succession d’'empilements
et dépilements de données dans la mémoire (dans une pile). Il peut y avoir
un débordement en cas d’appels récursifs trop nombreux.

® Avant d’écrire une fonction sous forme récursive il faut veiller a ce qu'un
méme calcul ne soit pas fait plusieurs fois, sinon on perd en efficacité. Par
exemple, programmer la suite de Fibonacci sous forme récursive est ineffi-
cace.

® Lors del’écriture d'une fonction récursive, il faut s’assurer de 'existence d'un
cas terminal (qui ne donne aucun appel récursif), sinon on a une boucle in-
finie.


http://championmath.free.fr/tourhanoi.htm

ITC © 2023-2024

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 1

1) def puissance(x : float, n : int) -> float :
""" renvoie x"n pour n entier naturel. """
if n==0 :

return(1l)
else :
return(x*puissance(x,n-1))
puissance(2,10) engendre les appels :

puissance(2,9)—»puissance(2,8)-...~puissance(2,1)-»puissance(2,0)
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2) def puissance(x
if n ==

return(1)

elif n%2 == 0:

: float, n :
renvoie x~n pour n entier naturel.

int)

-> float :

return(puissance(x**2,n//2))

else :

return(x*puissance(x**2,n//2))
puissance(2,10) engendre les appels :

puissance(2,5)->puissance(2,2)-puissance(2,1)-»puissance(2,0)

3) def enBase(b : int, n : int) -> list :

if n < b:
return([n])
else :

L = enBase(b,n//b)

L.append(n%b)
return(L)
enBase(2,19) engendre les
enBase(2,2) — enBase(2,1).

Solution 2

1)

2)

>>> etoilesl(5)
.

>k >k >k >k
kK k
* >k

*

>>> etoiles2(5)
*

%k
kKK
>k >k >k >k

kK %k %

Solution 3

1)

from copy import deepcopy
def sous listes(L : list)
if L == [1]:
return([[]])
else :
d = L[len(L)-1]

appels

-> list :

renvoie l'écriture de n en base b """

enBase(2,9)— enBase(2,4)

renvoie la liste des sous-listes de L """

L1 = sous listes(L[:len(L)-11)

—
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L2 = deepcopy(L1)

for 1 in L2 :
1.append(d)

return(L1+L2)

2) L'idée mise en ceuvre est d’appeler récursivement la fonction sur la liste amputée
de son élément d’indice i et d’ajouter a chaque permutation cet élément, et de
regrouper ces listes obtenues pour tous les indices i de la liste initiale.

def permutations(L :

list) -> list
renvoie la liste des permutations de L """
if L == []:
return([[]])
else :
P =TI
for i in range(len(L))
Temp = permutations(L[:i]+L[i+1:])
for 1 in Temp :
1.append(L[i])

P += Temp
return(P)
Solution 4
def koch(l : int, p : int) -> None :

""" Trace une courbe de \|textsc{Koch} de longeur 1
et de profondeur p """
if p == 0:
forward (1)
else :
koch(1/3,p-1)
left(60)
koch(1/3,p-1)
right(120)
koch(1/3,p-1)
left(60)
koch(1/3,p-1)
resetscreen()
up()
setposition(-200,0)

down ()
koch(400,4)

Solution 5
1. On aimmédiatement :

(k=1+1)=3 k= 2n+1)
k=0 2

<
3

I
M=

=~
1l

0

I
M=

v, 2=2(n+1)

=~
1l

0

La deuxiéme fonction est donc bien plus rapide que la premiere.

2. 21) def eval polH rec(P:list,x:float)->float:
n=len(P)-1
if n==0:
return P[0]
else:
return eval polH rec(P[:n],x)*x+P[n]
2.2) Lasuite (w,) vérifie w, =0etVn e N,w, ., = w, +1; on en déduit donc que
w, = n ce qui est plus efficace que les fonctions précédentes.
23) def eval polH(P:list,x:float)->float:
n, res = len(P)-1, 0
for k in range(n+1):
res = x*res + P[K]
return res
Solution 6

1) ® Sin=1:ilyajuste un disque a déplacer de Tdepart vers Tarrivee.
®Sin>1:

1. pour libérer le plus grand disque, il faut déplacer la pile des n — 1 premiers
disques de Tdepart vers Taux (en respectant les regles),

2. on peut alors déplacer le plus grand disque de Tdepart vers Tarrivee (les
regles sont respectées car Tarrivee est vide),

3. il faut déplacer la pile des n — 1 premiers disques de Taux vers Tarrivee
(en respectant les regles, ce qui est possible car Tdepart est vide et tous les
disques de cette pile ont un diametre inférieur a celui qui est sur Tarrivee).

2) Lafonction récursive (elle ne renvoie pas de résultat) :
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def Hanoi(n:int, Tdepart:int, Tarrivee:int, Taux:int) -> None:

if n ==
print(Tdepart, "->", Tarrivee) # un seul disque a |
— déplacer

else :
Hanoi(n-1, Tdepart, Taux, Tarrivee) # on déplace les |
— n-1 premiers
print(Tdepart, "->", Tarrivee) # on déplace le plus |\
— grand disque
Hanoi(n-1, Taux, Tarrivee, Tdepart) # on met en place |
— les n-1 premiers

Solution 7

1) d, estla complexité de Hanoi(n, Tdepart, Tarrivee, Taux) en nombre d’af-
fichages, on a évidemment d; = 1.

2) Lorsqu’on exécute Hanoi(n, Tdepart, Tarrivee, Taux) ilya deuxappelsala
fonctionHanoi(n-1, ..., ..., ...)carn>1,plusunaffichage, ce qui donne
biend, =2d,_; + 1.

3) Onad,+1 =2(d,_,+1),onadoncune suite géométrique de raison 2, d’'otid,+1 =
2" Y(d, +1) etdonc d, = 2" - 1.
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