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I) Généralités

¢ Définition, produit d’espaces vectoriels

* Espaces K", K[X], M, ,(K), EX si E est un espace
vectoriel et X un ensemble

¢ Combinaison linéaire

II) Sous-espaces vectoriels

¢ Caractérisation

¢ Intersection de sous-espaces vectoriels

* Sous-espaces {0}, K, [X]

* Droites et plans vectoriels de R3

¢ Ensemble des solutions d’un systeme linéaire ho-
mogene AX = 0

¢ Sous-espace vectoriel engendré

III) Familles de vecteurs

¢ Familles génératrices, libres, bases

¢ Liberté d"une famille de polynémes de degrés dis-
tincts

¢ Toute famille de polynomes a degrés échelonnés
est une base

* Bases canoniques de K", M, ,(K), K, [X], K[X]

IV) Somme de deux sous-espaces

* Somme, somme directe
¢ Caractérisation d"une somme directe par FN G =

{Oc}.

* Sous-espaces supplémentaires

V) Espaces vectoriels de dimension finie

¢ Théoremes de la base incomplete et de la base ex-
traite

¢ Dimension d"un espace de dimension finie

¢ Caractérisation des bases comme familles libres
ou génératrices de n vecteurs

* Dimension de K", K, [X], M, ,(K)

¢ Dimension de I'espace des suites solutions d"une
relation de récurrence linéaire homogeéne sur deux
rangs, de l'espace des solutions d"une équation diffé-

rentielle linéaire homogeéne du second ordre a coeffi-
cients constants

¢ Dimension d’un produit d’espaces de dimension
finie

* Rang d’une famille finie de vecteurs

VI) Dimension d’un sous-espace

* Si F C Ealors dim F < dim E, cas d’égalité

e Formule de Grassmann : dim(F + G) = dimE +
dim F — dim(F N G)

¢ Existence d'un supplémentaire, base adaptée

¢ Caractérisation dimensionnellede E = F & G

Applications linéaires

I) Généralités

¢ Application linéaire, combinaison linéaire, compo-
sition

¢ Isomorphisme et linéarité de la réciproque

¢ Image directe et image réciproque d'un sous-
espace vectoriel par une application linéaire

¢ Image, noyau

¢ ['image est engendrée par I'image d'une famille
génératrice

¢ Caractérisation de l'injectivité par le noyau

¢ Forme géométrique du théoréme du rang : si
u € L(E,F) et S est un supplémentaire de Ker(u)
dans E alors u induit un isomorphisme de S sur
Im(u).

II) Endomorphismes

e Anneau L(E)

¢ Homothétie, projection sur F parallelement a G
lorsque E=F® G

¢ Une projection est linéaire et vérifie pop = p
Uniquement a partir de mercredi :

e Sip € L(E) vérifie po p = p, alors p est une pro-
jection

¢ Symétries, caractérisation par s o s = id

Espaces vectoriels

¢ L’intersection d’une famille de sous-espaces
vectoriels est un sous-espace vectoriel.

¢ L’ensemble des combinaisons linéaires de vec-
teurs d'une partie A est un sous-espace vectoriel
de E et c’est le plus petit contenant A.

¢ Toute famille de polynomes de degrés distincts
est libre.

¢ Toute famille de polyndmes a degrés échelon-
nés est une base.

e Lasomme F + G est directe ssi FN G = {0 }.
¢ Formule de Grassmann

¢ Si E est de dimension finie, deux des trois pro-
priétés suivantes entrainent la troisieme :

@ E=F+G

(b) F+ G est directe

(¢) dimE =dim F +dim G

Applications linéaires

* Si u est un isomorphisme, u~! est linéaire

¢ ['image directe et 'image réciproque d’un sous-
espace vectoriel sont des espaces vectoriels

¢ Forme géométrique du théoreme du rang

(EICS

P

Ex. pr

Espaces vectoriels

* L'ensemble des fonctions paires et celui des
fonctions impaires sont supplémentaires dans RR.
* Si E = E; + E; et F, est un supplémentaire de
E1NEy dans Ey, alors E = E; @ F,.




