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LA FACTORIELLE : MODE EXPLICITE <> PROGRAMMATION IMPERATIVE

@ VneN, up=1x2x---xn=][[s_,k (convention ug=1).
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LA FACTORIELLE : MODE EXPLICITE <> PROGRAMMATION IMPERATIVE

@ VneN, up=1x2x---xn=][[s_,k (convention ug=1).
® [Code]
def factorielle(n):
""" renvoie la factorielle de 1'entier naturel \
if n == 0:
return 1
else:
f =1
for k in range (1, n+1):
f %= k
return f
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LA FACTORIELLE : MODE RECURRENT <> PROGRAMMATION RECURSIVE

® YneN*, U,=nXUy_q, Ug=T.
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LA FACTORIELLE : MODE RECURRENT <> PROGRAMMATION RECURSIVE

® YneN*, U,=nXUy_q, Ug=T.
® Définition faisant appel a la factorielle elle-méme mais sur une valeur
plus petite, caractéristique du principe récursif.
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LA FACTORIELLE : MODE RECURRENT <> PROGRAMMATION RECURSIVE

Le calcul de 4! se fait alors ainsi :
® [Phase d’empilement]
41 = 4 x 3|
=4 x (3x2!)
=4x (3x(2x1)
=4x (3x(2x(1x0!))
=4x(3x(2x(1x1))).
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LA FACTORIELLE : MODE RECURRENT <> PROGRAMMATION RECURSIVE

Le calcul de 4! se fait alors ainsi :
® [Phase d’empilement]
41 = 4 x 3|
=4 x (3x2!)
=4x (3x(2x1)
=4x (3x(2x(1x0!))
=4x(3x(2x(1x1))).

® [Phase de dépilement] reéaliser les multiplications en commencant par
la derniere :

bx B3x(2x(1x1))=4xBx((2x1)
=4x(3%x2)=4x%x6=24
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LA FACTORIELLE : MODE RECURRENT <> PROGRAMMATION RECURSIVE

def factorielle(n : int) -> int
""" penvoie la factorielle de 1'entier naturel n \

A
if n == 0:

return 1
else :

return nxfactorielle(n-1)
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LA FACTORIELLE : MODE RECURRENT <> PROGRAMMATION RECURSIVE

def factorielle(n : int) -> int :

renvoie la factorielle de 1'entier naturel n \

mon

A
if n == 0:

return 1
else :

return nxfactorielle(n-1)

Exemple :

® [appel factorielle(3) commence et s'interrompt en déclenchant l'appel de factorielle(2);
o lappel factorielle(2) commence et s'interrompt en déclenchant l'appel de factorielle(1);
— lappel factorielle(1) commence et s'interrompt en déclenchant l'appel de
factorielle(0);
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o lappel factorielle(2) commence et s'interrompt en déclenchant l'appel de factorielle(1);
— lappel factorielle(1) commence et s'interrompt en déclenchant l'appel de
factorielle(0);
* lappel factorielle(0) va jusqu'a son terme et renvoie la valeur 1
a la fonction factorielle(1) quil'a appelée;
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LA FACTORIELLE : MODE RECURRENT <> PROGRAMMATION RECURSIVE

def factorielle(n : int) -> int :
""" penvoie la factorielle de 1'entier naturel n \

Y
if n == 0:

return 1
else :

return nxfactorielle(n-1)

Exemple :

® [appel factorielle(3) commence et s'interrompt en déclenchant l'appel de factorielle(2);
o lappel factorielle(2) commence et s'interrompt en déclenchant l'appel de factorielle(1);
— lappel factorielle(1) commence et s'interrompt en déclenchant l'appel de
factorielle(0);
* lappel factorielle(0) va jusqu'a son terme et renvoie la valeur 1
a la fonction factorielle(1) quil'a appelée;
— lappel factorielle(1) reprend, termine son calcul 1 x 1 = 1, et renvoie cette valeur
a l'appel factorielle(2);
o lappel factorielle(2) reprend, termine son calcul 2 x 1 = 2, et renvoie cette valeur
a lappel factorielle(3);
® [appel factorielle(3) reprend, termine son calcul 3 x 2 = 6, et renvoie cette valeur, qui est
l'unique valeur de retour de l'appel initial. 5/26




PILE D’APPELS RECURSIFS

® Mécanisme consistant a stopper le déroulement d’un appel pour en
permettre un autre : gourmand en mémoire.
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PILE D’APPELS RECURSIFS

® Mécanisme consistant a stopper le déroulement d’un appel pour en
permettre un autre : gourmand en mémoire.

® Dans les faits, nombre d’appels stockés limité par Python (environ 1000).

® Sj [a taille est trop grande, erreur :

RecursionError: maximum recursion depth exceeded

® Possibilité souvent de réecrire des fonctions récursives sans utiliser de
pile d’appels; revient dans la factorielle a ne pas utiliser le symbole *
(« récursivité terminale » - non présentée dans ce cours)

® Vigilance a avoir sur le cas terminal afin que la série d'appels récursifs
s'arréte.
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DEFINITION

Fonction récursive . . . .
Une fonction recursive est une fonction qui s'appelle une ou plusieurs fois

dans son corps.
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EXERCICE

def mystere(n):
if n ==
return 1 # cas de base
else:
return 2*mystere(n-1)

Conjecturer ce que renvoie cette fonction et compléter sa signature. On
pourra effectuer (au stylo) le déroulé de cette fonction sur, par exemple,
lappel mystere(3)
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SOLUTION

Dans l'appel mystere(3):

® puisque 3 # 0, on calcule 2*mystere(2),
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SOLUTION

Dans l'appel mystere(3):

® puisque 3 # 0, on calcule 2*mystere(2),

® puisque 2 # 0, on calcule 2*2+*mystere(1),

® puisque 1+# 0, on calcule 2*2*2+mystere(0),

® comme 0 =0, on est sur un cas de base, on calcule 2*2%2%1.

® Phase de dépilement : les multiplications sont realisées, la fonction

renvoie [8]
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SOLUTION

Dans l'appel mystere(3):

® puisque 3 # 0, on calcule 2*mystere(2),

® puisque 2 # 0, on calcule 2*2+*mystere(1),

® puisque 1+£ 0, on calcule 2*2+*2+mystere(0)

® comme 0 =0, on est sur un cas de base, on calcule 2*2%2%1.

® Phase de dépilement : les multiplications sont realisées, la fonction

renvoie [8]

def mystere(n:int)->int:
"""renvoie la valeur de 2**n
if n ==
return 1 # cas de base
else:
return 2*mystere(n-1)

mnn

>>> mystere(3)

8
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EXERCICE

def mystere(L):
if len(L) == 0O:
return 0 # cas de base
else:
return L[O] + mystere(L[1:])

Conjecturer ce que renvoie cette fonction et compléter sa signature. On
pourra effectuer (au stylo) le déroulé de cette fonction sur, par exemple,
lappel mystere([1, 4, 3])
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SOLUTION

Dans lappel mystere([1, 4, 31):

® puisque [1, 4, 3] estnonvide on calcule 1 + mystere([4, 31]),
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SOLUTION

Dans lappel mystere([1, 4, 31):

® puisque [1, 4, 3] estnonvide on calcule 1 + mystere([4, 31]),
® puisque [4, 3] est nonvide, on calcule 1 + 4 + mystere([31]),

® puisque [3] est non vide, on calcule 1 + 4 + 3 + mystere([]),

® puisque [ ] estvide, on est sur un cas de base, on calcule 1 + 4 + 3

+ 0,

Phase de dépilement : les additions sont réalisées, la fonction renvoie [8]
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SOLUTION

Dans lappel mystere([1, 4, 31):

® puisque [1, 4, 3] estnonvide on calcule 1 + mystere([4, 31]),
® puisque [4, 3] est nonvide, on calcule 1 + 4 + mystere([31]),
® puisque [3] est non vide, on calcule 1 + 4 + 3 + mystere([]),
® puisque [ ] estvide, on est sur un cas de base, on calcule 1 + 4 + 3
+ 0,
® Phase de dépilement : les additions sont réalisées, la fonction renvoie [8]

def mystere(L:list)->float:
""" renvoie la somme des éléments de L
if len(L) == 0O:
return 0 # cas de base
else:
return L[O] + mystere(L[1:])

mnn

>>> mystere([1, 4, 31)

8
/26



METHODOLOGIE

Pour concevoir une fonction récursive, il faut :

® Rechercher le ou les cas de bases et leur donner une solution.
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METHODOLOGIE

Pour concevoir une fonction récursive, il faut :

® Rechercher le ou les cas de bases et leur donner une solution.
® Décomposer le probléme général en sous-problémes identiques de
« taille inférieure ».
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EXEMPLE : RESTE DE LA DIVISION EUCLIDIENNE

Soient a,b € N deux entiers avec b # 0. Rappelons qu’il existe un unique
couple (Gq,p, ra,p) d'entiers tels que :

a=0bqgp+rap, €et: 0<rgp<b.
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EXEMPLE : RESTE DE LA DIVISION EUCLIDIENNE

Soient a,b € N deux entiers avec b # 0. Rappelons qu’il existe un unique
couple (Gq,p, ra,p) d'entiers tels que :

a=0bqgp+rap, €et: 0<rgp<b.

® Lentier r,, est appelé reste de la division euclidienne de a par b.
® Notons que sia < b, alors ryp = a puisque a =0 x b+ a et que
0<a<b.
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EXEMPLE : RESTE DE LA DIVISION EUCLIDIENNE

Cherchons une fonction récursive qui renvoie rg p.

® [Cas de base] Sia < b, il faut renvoyer a.
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EXEMPLE : RESTE DE LA DIVISION EUCLIDIENNE

Cherchons une fonction récursive qui renvoie rg p.

® [Cas de base] Sia < b, il faut renvoyer a.
® [Récursivité] Onremarque que rgp = rg_pp, Car:

a=0bGap+rap < a—b=b(Qap—1)+ rap .
—~—

=la—b,b
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EXEMPLE : RESTE DE LA DIVISION EUCLIDIENNE

Cherchons une fonction récursive qui renvoie rg p.

® [Cas de base] Sia < b, il faut renvoyer a.
® [Récursivité] Onremarque que rgp = rg_pp, Car:
a=bqep+rep == a—b=b(Gap—1)+ rap -
~—
=la—b,b
Cela méne a la fonction récursive ci-apres.
def reste(a:int,b:int)->int:
if a < b:
return a
else:
return reste(a-b, b)

ler paramétre abaissé (changé en a-b < a) : point crucial qui permet
d’arriver sur un case de base
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EXEMPLE : RESTE DE LA DIVISION EUCLIDIENNE

Cherchons une fonction récursive qui renvoie rg p.

® [Cas de base] Sia < b, il faut renvoyer a.
® [Récursivité] Onremarque que rgp = rg_pp, Car:
a=bqep+rep == a—b=b(Gap—1)+ rap -
~—
=la—b,b
Cela méne a la fonction récursive ci-apres.
def reste(a:int,b:int)->int:
if a < b:
return a
else:
return reste(a-b, b)
ler paramétre abaissé (changé en a-b < a) : point crucial qui permet
d'arriver sur un case de base
>>> reste(10, 3)
1
>>> reste(3, 10)

3
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EXERCICE

Ecrire une fonction récursive pgecd(a:int, b:int)->int qui renvoie le
plus grand diviseur commun de 2 entiers. On rappelle que

pgcd(a, b) = pgcd(b,r) ou r est le reste de la division euclidienne de a par
b. On pourra utiliser la fonction reste codée précedemment
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SOLUTION

Rappel : le pgcd est le dernier reste non nul dans ['algorithme d’EuCLIDE
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SOLUTION

Rappel : le pgcd est le dernier reste non nul dans ['algorithme d’EuCLIDE

def pgcd(a:int, b:int)->int:
if b ==
return a
return pgcd(b, reste(a, b))
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SOLUTION

Rappel : le pgcd est le dernier reste non nul dans ['algorithme d’EuCLIDE

def pgcd(a:int, b:int)->int:
if b ==
return a
return pgcd(b, reste(a, b))

>>> pgecd(3, 6)

3
>>> pgcd(6, 3)
3
>>> pged(3, 1)
1
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EXERCICE

Ecrire une fonction récursive produit(L:1ist)->float qui renvoie le
produit des éléments d'une liste.
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SOLUTION

def produit(L:list)->float:
""" renvoie la somme des éléments de L
if len(L) == 0:
return 1 # cas de base
else:
return L[0] * produit(L[1:])
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SOLUTION

def produit(L:list)->float:

""" renvoie la somme des éléments de L
if len(L) == 0:

return 1 # cas de base
else:

return L[0] * produit(L[1:])

>>> produit([1, 4, 31)

12
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TYPES DE RECURSIVITE




RECURSIVITE SIMPLE ET MULTIPLE

Définition
® Une fonction récursive est dite simple si elle ne contient au plus qu’un
seul appel récursif (éventuellement un par sous-cas qu’elle traite).
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RECURSIVITE SIMPLE ET MULTIPLE

Définition

® Une fonction récursive est dite simple si elle ne contient au plus qu’un
seul appel récursif (éventuellement un par sous-cas qu’elle traite).

® Dans le cas contraire, elle est dite multiple.
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EXEMPLE DE RECURSIVITE MULTIPLE

On considére la suite de FIBONNACI définie par :
Up=a, Uy =b, VYneN, Un=Unyt+ Upn.
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EXEMPLE DE RECURSIVITE MULTIPLE

On considére la suite de FIBONNACI définie par :
Up=a, Uy =b, VYneN, Un=Unyt+ Upn.

® |l ya2cas de bases.
® |e cas général se divise en deux sous cas donnés par la formule de
récurrence.

def fibonacci(a:int, b:int, n : int) -> int:
""" renvoie le terme d'indice n de la suite de fibonacci
if n ==
return a
elif n ==
return b
else :
return fibonacci(a, b, n-1) + fibonacci(a, b, n-2)

mwon
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MISE EN GARDE CONCERNANT LES RECURSIVITES MULTIPLES

Inefficacité . _ : o
Fonctions recursives multiples : code souvent plus simple, mais parfois tres

inefficace!
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MISE EN GARDE CONCERNANT LES RECURSIVITES MULTIPLES

Inefficacité . _ : o
Fonctions recursives multiples : code souvent plus simple, mais parfois tres

inefficace!
® Exemple de fibonacci(5):
/ \
/ \ / \
/ \ / \ / \

Uz Us Un Un

I\

Uq Ug

Uy par exemple a été évalué 5 fois
® Contournement possible par programmation dynamique (2éme année).
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RECURSIVITE MUTUELLE (OU CROISEE)

Définition
On dit que deux fonctions récursives sont mutuellement récursives si l'une
fait appel a l'autre et vice versa. On parle alors de récursivité croisée.
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EXERCICE

def pair(n:int)->int: def impair(n:int)->int:
if n == 0: if n ==
return True return False
else: else:
return \ return pair(n-1)

< dimpair(n-1)
Au stylo, déterminer le résultat de l'appel pair(3), et pair(2).
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SOLUTION

Pour le premier appel :

® comme 3 #£ 0, on calcule impair(2),

® comme 2 # 0, on calcule pair(1),

® comme 1+ 0, on calcule impair(0),

® (C'est un cas terminal, la fonction renverra False.
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SOLUTION

Pour le premier appel :

® comme 3 #£ 0, on calcule impair(2),

® comme 2 # 0, on calcule pair(1),

® comme 1+ 0, on calcule impair(0),

® (C'est un cas terminal, la fonction renverra False.

Pour le second :

® comme 2 # 0, on calcule impair(1),
® comme 10, on calcule pair(0).
® (C'est un cas terminal, la fonction renverra True.
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EXERCICE

On considére les suites (up) et (v,) définies par:
Upgr = Up — V,
uo — a7 VO — b, n+1 n n
Vﬂ+’| = UH + Vn.
On suppose deux variables a, b fixées en début de programme.
1. Ecrire deux fonctions récursives croisées u(n:int)->int et
v(n:int)->int qui permettent de calculer respectivement u, et v,.
2. Ecrire une fonction uv(n:int)->(int, int), impérative cette fois,
renvoyant la valeur de (up, vy).
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SOLUTION

® \ersions récursives
def u(n:int)->int:
if n ==
return a
else
return u(n-1)-v(n-1)

def v(n:int)->int:
if n ==
return b
else:
return u(n-1)+v(n-1)
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SOLUTION

® On utilise ici des boucles classiques.
def uv(n:int)->(int, int):
u, v =a, b
for _ in range(1, n+1):
u, Vv = U-v, U+Vv
return u, v
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SOLUTION

® |es résultats sont cohérents :
>>>a, b =2, 3
>>> u(5), v(5)

(41 _20)
>>> uv(5)
(41 _20)
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