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court chemin entre deux sommets,

® savoir adapter 'algorithme de parcours en largeur pour déterminer un
plus court chemin entre deux sommets d'un graphe non pondéré,

® savoir mettre en oeuvre l'algorithme de DIJKSTRA pour déterminer un
plus court chemin entre deux sommets d'un graphe pondere,

® savoir orthographier correctement « DIJKSTRA »,

® introduire la notion d'« heurisitique » qui permet, dans la plupart des
cas, d'accélérer la recherche de plus court chemin. Cette notion est mise
en place avec l'algorithme A*.
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Figure 1- Graphe G, orienté et pondéreé.
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® |a longueur ou poids d'un chemin dans un graphe pondéré est
désormais définie comme la somme des poids de ses arétes (arcs s'il
est orienté).
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Figure 1- Graphe G, orienté et pondéré.
® |a longueur ou poids d'un chemin dans un graphe pondéré est
désormais définie comme la somme des poids de ses arétes (arcs s'il
est orienté).

® Exemple: vy =(e,d,g,h,i),06(7y)=9+9+5+5=28
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PLUS COURT CHEMIN
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Figure 1- Graphe G, orienté et pondeéré.
® La définition de la distance entre deux sommets n'est pas modifiée :

c’est la longueur d’un chemin de longueur minimale entre les deux
sommets.
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Figure 1- Graphe G, orienté et pondéré.

® La définition de la distance entre deux sommets n'est pas modifiée :
c'est la longueur d'un chemin de longueur minimale entre les deux
sommets.

® Exemple : d.[f] =5, atteinte avec le chemin (c, b, e, f). Notons que le
chemin (c,f), qui ne contient pourtant qu'un arc, est plus long:

o(c,f)=6.
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UNE ADAPTATION DE BFS

® [e parcours en largeur permet de trouver des chemins avec un nombre
minimum d’arétes, mais ils ne sont pas toujours les plus courts (voir
exemple précédent).
® Adaptation possible : sur chaque aréte de poids p > 2, insérer (p — 1)
sommets intermédiaires; toutes les arétes portant désormais un poids 1.
® [nconvénients :
¢ ne fonctionne que pour des poids entiers,
o augmente artificiellement le nombre de sommets et donc le temps
d’exécution.
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ALGORITHME DE DIJKSTRA



PREMIER EXEMPLE

On consideére le graphe ci-dessous.
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PREMIER EXEMPLE

Voici les grandes étapes :

® on initialise un tableau des distances :
Sommet

® On explore les voisins non visités v de u = 6 : pour chaque tel sommet v,
on indique alors dans le tableau la plus petite valeur entre 'ancienne
distance, et celle ayant permis de découvrir v (c'est-a-dire ici 0 + p(u, v)
ou p(u,v) désigne le poids de l'arc u — v).

® On recommence le procédé avec u qui est le sommet de distance

minimale dans le tableau, et tant qu’il reste des sommets découverts
non visités.
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Sommet

On recommence ensuite avec le sommet 5 qui est celui de distance
minimale. Le sommet 6 est marqué comme visité : sa colonne de distances
ne doit plus changer.
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Sommet

“+00 —+00

On recommence ensuite avec le sommet 4 qui est celui de distance
minimale. On le marque comme visité.
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/0 2

Sommet

On recommence ensuite avec le sommet 2 qui est celui de distance
minimale. On le marque comme visite.
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/e 2

On recommence ensuite avec le sommet 3 qui est celui de distance
minimale. On le marque comme visite. 10/102



2
3 3

Sommet

On marque ensuite 1 comme visité : il n'y a plus aucun sommet découvert

et non visité. L'algorithme est terminé. /
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PRINCIPE DE SOUS-OPTIMALITE, CONSEQUENCE ET UTILISATION

® Principe de sous-optimalité : soit ¢ un plus court chemin d’'un sommet u
vers un sommet v d’un graphe. Notons u ~> v un tel plus court chemin.
Si ¢ passe par un sommet intermédiaire s, alors u <% s et s < v sont
aussi des plus courts chemins.
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® Principe de sous-optimalité : soit ¢ un plus court chemin d’'un sommet u
vers un sommet v d’un graphe. Notons u ~> v un tel plus court chemin.
Si ¢ passe par un sommet intermédiaire s, alors u <% s et s < v sont
aussi des plus courts chemins.

® (Consequence : déterminer un plus court chemin entre deux sommets u
et v fournit des plus courts chemins entre u et tous les sommets situés
sur le chemin aboutissant en v.

® Principe de l'algorithme de DIJKSTRA : utiliser le principe de
sous-optimalité pour déterminer, de proche en proche, les distances
d’un sommet de départ u vers chacun des sommets du graphe.En
pratique, un dictionnaire des distances d, est initialisé avec des clés
égales aux étiquettes des sommets et des valeurs égales a l'infini,
excepté pour le sommet de départ pour lequel la distance est zéro.
En Python, il est possible de définir un tel infini par float("inf"), cet
objet étant reconnu par Python comme l'équivalent de l'infini, que ce

soit pour des entiers ou des flottants!
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ALGORITHME DE DIJKSTRA : INITIALISATION ET PREMIERE ETAPE

Dans la présentation de l'algorithme qui suit, nous reprenons le
vocabulaire adopté dans le précédent chapitre : un sommet est soit non
déecouvert, soit decouvert, soit visite.

13/102



ALGORITHME DE DIJKSTRA : INITIALISATION ET PREMIERE ETAPE

Dans la présentation de l'algorithme qui suit, nous reprenons le
vocabulaire adopté dans le précédent chapitre : un sommet est soit non
déecouvert, soit decouvert, soit visite.
® |nitialisation :
Si G = (S,A) est un graphe pondéré par des poids positifs définis par la
fonction de pondération p, Uinitialisation de l'algorithme consiste en :
dyfu] =0, et: WveS\{u}, dy[v]=+oc.

13/102



ALGORITHME DE DIJKSTRA : INITIALISATION ET PREMIERE ETAPE

Dans la présentation de l'algorithme qui suit, nous reprenons le
vocabulaire adopté dans le précédent chapitre : un sommet est soit non
déecouvert, soit decouvert, soit visite.

® |nitialisation :
Si G = (S,A) est un graphe pondéré par des poids positifs définis par la
fonction de pondération p, Uinitialisation de l'algorithme consiste en :
dyfu] =0, et: WveS\{u}, dy[v]=+oc.

® Ftape 1:
U est marqué comme visité et les sommets voisins non visités de u, notés
Vi1,..., Vo, SONt découverts puis on « relache » chaque arc (u, vq) :

13/102



ALGORITHME DE DIJKSTRA : INITIALISATION ET PREMIERE ETAPE

Dans la présentation de l'algorithme qui suit, nous reprenons le
vocabulaire adopté dans le précédent chapitre : un sommet est soit non
déecouvert, soit decouvert, soit visite.
® |nitialisation :
Si G = (S,A) est un graphe pondéré par des poids positifs définis par la
fonction de pondération p, Uinitialisation de l'algorithme consiste en :
dyfu] =0, et: WveS\{u}, dy[v]=+oc.

® Ftape 1:
U est marqué comme visité et les sommets voisins non visités de u, notés
Vi1,..., Vo, SONt découverts puis on « relache » chaque arc (u, vq) :

o sidy[u] + p(u,vy) < dy[vs,] alors dy[vy ] est redéfinie par
duu] + p(u, v1,);

13/102



ALGORITHME DE DIJKSTRA : INITIALISATION ET PREMIERE ETAPE

Dans la présentation de l'algorithme qui suit, nous reprenons le
vocabulaire adopté dans le précédent chapitre : un sommet est soit non
déecouvert, soit decouvert, soit visite.

® |nitialisation :
Si G = (S,A) est un graphe pondéré par des poids positifs définis par la
fonction de pondération p, Uinitialisation de l'algorithme consiste en :
dyfu] =0, et: WveS\{u}, dy[v]=+oc.

® Ftape 1:
U est marqué comme visité et les sommets voisins non visités de u, notés
Vi1,..., Vo, SONt découverts puis on « relache » chaque arc (u, vq) :

o sidy[u] + p(u,vy) < dy[vs,] alors dy[vy ] est redéfinie par
duu] + p(u, v4,);
o sinon la valeur de d,[v; ] reste inchangee.

13/102



ALGORITHME DE DIJKSTRA : INITIALISATION ET PREMIERE ETAPE

Dans la présentation de l'algorithme qui suit, nous reprenons le
vocabulaire adopté dans le précédent chapitre : un sommet est soit non
déecouvert, soit decouvert, soit visite.

® |nitialisation :
Si G = (S,A) est un graphe pondéré par des poids positifs définis par la
fonction de pondération p, Uinitialisation de l'algorithme consiste en :
dyfu] =0, et: WveS\{u}, dy[v]=+oc.

® Ftape 1:
U est marqué comme visité et les sommets voisins non visités de u, notés
Vi1,..., Vo, SONt découverts puis on « relache » chaque arc (u, vq) :

o sidy[u] + p(u,vy) < dy[vs,] alors dy[vy ] est redéfinie par
duu] + p(u, v4,);
o sinon la valeur de d,[v; ] reste inchangee.

13/102



ALGORITHME DE DIJKSTRA : INITIALISATION ET PREMIERE ETAPE

A l'issue de cette premiére étape, toutes les distances d, [v4,] étant
initialement infinies, le dictionnaire d, devient :

VIG [1,”1]], du[V1 i] :p(UaVW i)
d =0 t: ’ '
ulu] =0, e { v e S\{u,v1,...,Vin}, dy[v] = +oo.
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ALGORITHME DE DIJKSTRA : ETAPES SUIVANTES

® Ftape 2.
Parmi tous les sommets découverts et non visités, l'algorithme identifie
ensuite le sommet, noté v;, de distance minimale d,[v4]. Le principe de
sous-optimalité permet de montrer (entre autres) que cette distance est
la plus courte distance entre u et v4. Sa valeur dans d, ne doit plus
évoluer.
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sous-optimalité permet de montrer (entre autres) que cette distance est
la plus courte distance entre u et v4. Sa valeur dans d, ne doit plus
évoluer.
Le sommet v; sert alors de nouveau somme de départ et est marqué
comme visité. Les n, sommets voisins non visités de vy, notés
Vaa, ..., Vo, SONt alors découverts et on reldche chaque arc (v, vy,)
o Sidy[va] + p(va, va,i) < dy[va,i] alors dy[v,,] est redéfinie par

du[v] + p(v, v2,5).

o Sinon la valeur de dy[v,,] reste inchangée.

® (es étapes sont répétées tant que l'ensemble des sommets découverts
et non visités n'est pas vide. Quand cet ensemble est vide, tous les
sommets ont été visités et les valeurs alors contenues dans d, sont les

plus courtes distances de u a chacun des sommets du graphe.
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FILES DE PRIORITE

® Une file de priorité est une structure de donnée dynamique dans
laguelle les données sont réorganisées a chaque ajout/suppression.
Son intérét est de permettre l'extraction a moindre colt un élément de

priorité minimale.



FILES DE PRIORITE

® Une file de priorité est une structure de donnée dynamique dans
laquelle les données sont réorganisées a chaque ajout/suppression.
Son intérét est de permettre ['extraction a moindre colt un élément de
priorité minimale.

® Nous utiliserons un module spécifique qui implémente une telle
structure : le module heapq préalablement chargé par l'instruction
import heapq (heap en Anglais signifie « tas »)



FILES DE PRIORITE

® Manipulation :

<

Création d’une file de priorité. Linstruction heapq.heapify(hq)
transforme la liste hg en une file de priorité; la complexité de
l'opération est en O(n).

Longueur d’une priorité file de priorité. L'instruction len(hq)
renvoie le nombre d'éléments de a file de priorité hq; la complexité
est en O(1).

Ajout. L'instruction heapq.heappush(hg, x) ajoute un élément x
dans la file de priorité hq puis réorganise les données; la complexité
est en O(logn).
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o Extraction. L'instruction heapq.heappop(hq) renvoie 'élément de
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reorganise les donnees; la complexité est en O(logn).

Si la file est vide, un message d’erreur est renvoyé.
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EXEMPLE

>>> import heapq

>>> import numpy as np

>>> a, b = 25, 75

>>> n = 10

>>> hq = [np.random.randint(a,b) for _
— # Liste de n entiers tirés au hasard
>>> hq

[63, 68, 32, 45, 42, 63, 43, 28, 60, 26]

>>> heapq.heapify(hq) # Définition d'une file de \
— priorité hq

>>> hq

[26, 28, 32, 45, 42, 63, 43, 63, 60, 68]

in range(n)] \
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EXEMPLE

>>> while len(hq) > 0: # Extraction des entiers de hg
x = heapq.heappop(hq)
print(x)

26

28

32

42

43

45

60

63

63

68
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EXEMPLE AVEC POIDS

>>> hq = [(10, 'a'), (5, 'b'), (2, 'c"), (8, 'd')] #\
— liste de couples

>>> hq

[(107 'a')' (5’ 'b')l (2’ 'c')' (8’ 'd')]

>>>

>>> heapq.heapify(hq) # file de priorité

>>> hq

(2, '¢), (5, 'b"), (10, 'a"), (8, 'd")]

>>>

>>> heapq.heappush(hq, (1, 'e')) # Ajout du couple \
— {(1,'e')} dans hq

>>> hq

[(1, 'e"), (2, 'c"), (10, 'a'), (8, 'd"), (5, 'b")]
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EXEMPLE AVEC POIDS

>>> hq

[(1, 'e"), (2, 'c"), (10, 'a'), (8, 'd"), (5, 'b")]

>>>

>>> while len(hq) > 0: # Extraction des couples de hg
x = heapq.heappop(hq)

print(x)
(1, 'e")
(2, 'c")
(5, 'b")
(8, 'd")
(10, 'a')

Les sommets sont ici défilés, en respectant la régle de priorité de poids;
les petits poids en premier.
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MISE EN OEUVRE PYTHON

® | e code de l'algorithme de DiJKSTRA dans le langage Python est similaire
a celui de parcours en largeur.
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La fonction dijkstra ci-dessous recoit un graphe g défini sous la
forme d’un dictionnaire dont les clés sont les sommets et dont les
valeurs sont les listes des arcs d'origine la clef, un arc étant un couple
(sommet de destination, poids) et un sommet vj,;; a partir duquel sont
recherchés les plus courts chemins.

La fonction renvoie un couple formé du dictionnaire des distances
minimales du sommet v;,;; aux sommets du graphe et du dictionnaire
du prédécesseur de sommet u dans un chemin de longueur minimal de
Vipit @ U.
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CODE DE LA FONCTION dijkstra

def dijkstra(g, v_init):

visited = {x : False for x in g} dico des sommets visités
pred = {x : None for x in g} dico des predecesseurs
dist = {x : float('inf') for x in g} dico des distances
dist[v_init] = 0 vinit est a distance 0 de lui-méme
hg = [(0, v_init)]
heapq.heapify(hq) création de la FP
while len(hq) > 0: visite des sommets
dv, v = heapq.heappop(hq) extraction du sommet de prio min

if not visited[v]:
visited[v] = True

for w, dvw in g[v]: parcours des voisins non visités de v
if not visited[w]:

dw = dv + dvw reldchement de ['aréte (v,w)

if dw < dist[w]:
dist[w] = dw maj de la distance min
pred[w] = v maj du prédécesseur
heapq.heappush(hg, \

(dw, w)) ajout dans la FP

return dist,pred
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APPLICATION AU GRAPHE G,
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APPLICATION AU GRAPHE G,

@
oS8 oaEe
0RO

>>> dist, pred = dijkstra(g2, 'a')

>>> dist

{'a': 0, 'b': 3, '¢': 7, 'd': 9, 'e': 5, 'f':7, 'g': 16, 'h': 13, 'i': 13}
>>> pred

{'a': None, 'b': 'a', 'c': 'b', 'd': 'a', 'e': 'b', 'f': 'e', 'g': 'h', 'h':\
— ‘'e', 'i': 'f'}
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COMPLEXITE

® Pour un graphe G = (S,A), notons |S| et |A| les nombres de sommets et
d'arétes.
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du graphe. La creation de la file de priorité est ici en O(1).

® Colt du parcours. L'algorithme visite chaque arc au plus une fois.
Chaque considération d'un arc peut conduire a l'ajout d'un élément
dans la file. La file de priorité peut donc contenir jusqu’a |A| éléements.
Comme écrit plus haut, les opérations d’ajout et d’extraction ont un codt
logarithmique. Chaque opération sur la file a donc un colt O(log |A|). Or
|A] < |S|? de sorte que log |A| = O(log |S|).

® |a complexitée de dijkstra est donc en O(|A|log|S|) ou encore en
O(ISI? log |S]).
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APPLICATION A LA RECHERCHE DE PLUS COURT CHEMIN

® La fonction dijkstra(g,v_init) peut étre transformée (c’est l'objet
d'un exercice du TP) en une fonction
dijkstra_path(g,v_init,v_fin) prenant en entrée deux
sommets v_init et v_fin d'un graphe G codé par le dictionnaire g et

qui :
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® La fonction dijkstra(g,v_init) peut étre transformée (c’est l'objet
d'un exercice du TP) en une fonction
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message |'indiquant,
o lorsque v_fin est accessible depuis v_init, renvoie le triplet
(N,d,C) ou:
— N est le nombre de sommets qui ont été visités pour détecter un
plus court chemin,
— destladistance dev_init av_fin,
— C est un meilleur chemin, i.e. une liste de sommets, menant de
v_initav_fin.
® |es diapos suivantes illustrent cet algorithme de recherche (blanc:
sommet ni visité ni découvert, noir : sommet visité, vert : sommet
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Fin du parcours :

- 15 sommets visités,

- distance obtenue : 8,

- 10 sommets visités inutilement. 43/102



INCONVENIENTS DE dijkstra_path(g,v_init,v_fin)

® ['algorithme visite tous les sommets par ordre de distance croissant
depuis v_init jusqu’a rencontrer v_fin, cela conduit donc a visiter
inutilement beaucoup de sommets.
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® ['algorithme visite tous les sommets par ordre de distance croissant
depuis v_init jusqu’a rencontrer v_fin, cela conduit donc a visiter
inutilement beaucoup de sommets.

® |dée d'amélioration : forcer l'algorithme a prioriser l'étude des sommets
qui “sont dans la bonne direction”. Pour cela, et puisque c'est les
sommets de priorité minimale qui sont traités en premier, il faudrait
dans la file de priorité :
o diminuer la priorité des sommets qui semblent se rapprocher v_fin,
o augmenter la priorité des sommets qui semblent s'en éloigner.

® || faut donc pouvoir quantifier la proximité d'un sommet a v_fin,
c'est-a-dire donner une estimation de ce qu'il reste a parcourir. Nous
allons le mettre en place avec la notion d’heuristique et l'algorithme A*.
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PRINCIPE DE A*

® Une heuristique est une fonction h qui permet d’estimer la proximité de
deux sommets : h(v,w) est le colt estimé du chemin le moins coliteux
devaw.
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valeur de son heuristique vers v_fin, i.e une estimation du colt de ce
qu'il reste a parcourir :

pW = dV/mt [W] + h(W7 Vfln)

® Plusieurs heuristique sont possibles, l'efficacité de l'algorithme A* étant
conditionnée au choix d’une heuristique adaptée a la situation.

® La prochaine diapo contient le code de la fonction a_star_path(g,
v_init,v_fin, h) (v_fin supposé accessible) ol I'heuristique est
codée sous la forme d’'un dictionnaire (clé : sommets, valeur :

heuristique du sommet a v_fin). 25100



IMPLEMENTATION

def a_star_path(g, v_init,v_fin, h):
visited = {x : False for x in g}
pred = {x : None for x in g}
dist = {x : float('inf') for x in g}
dist[v_init] = 0
hg, N, C = [(h[v_init], v_init)], ©, [v_fin]
heapq.heapify(hq)
while len(hq) > 0 and not visited[v_fin]:
pv, v = heapq.heappop(hq)
if not visited[v]:
visited[v], N = True, N+1
for w, dvw in g[v]:
if not visited[w]:
dw = dist[v]+dvw
pw = dist[v]+dvw+h[w]
if dw < dist[w]:
dist[w], pred[w] = dw,v
heapq.heappush(hg, (pw, w))
if not visited[v_fin]:
print("Pas de chemin de "\
+str(v_init)+" a "+str(v_fin))

else:
while C[0] != v_init:
w = pred[C[0]]
C=[w] +C

return N, dist[v_fin], C

dico des sommets visités
dico des predécesseurs
dico des dist

FP, compteur des sommets vis.

extraction du sommet de prio min

maj du compteur
parcours des vois. non visités de v

maj de la dist et du pred
stockage dans la FP
cas ou vfin nest pas accessible

construction du chemin
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ILLUSTRATIONS

® Nous allons illustrer le déroulement de DijkSTRA et de A* sur différents
graphes et pour différentes heuristiques.
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® Nous utiliserons comme heuristiques les distances suivantes du plan
réel : soit u(xq, 1) et v(xz, ¥»),
o dp(u,v) = (Ix2 = x1[P + ly2 = y»lP)?,
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ILLUSTRATIONS

® Nous allons illustrer le déroulement de DIJKSTRA et de A* sur différents
graphes et pour différentes heuristiques.

® [‘étiquette d'un sommet sera ses coordonnées dans le plan.

® Nous utiliserons comme heuristiques les distances suivantes du plan
réel : soit u(xq, 1) et v(xz, ¥»),
o dp(u,v) = (I —x1lP + Iv2 — yalP)? . Vp € [1,+oo]
o doo(U, V) = max (2 — X, [y2 — y1l)

® Au-dessus des sommets découverts et non-visités (en vert) est indiqué
soit la distance au sommet initial (DIJKSTRA), soit la distance au sommet
initial + Uarrondi a U'entier le plus proche de I'heuristique (A*).

® Puisqu’'on modifie I'étape de sélection du prochain sommet, plus rien
ne nous assure qu'a la sortie A* donne un chemin de longueur minimale
(méme si cela peut arriver!).
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DIJKSTRA, étape 6 A* heuristique d_1, étape 6
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DIJKSTRA, étape 7 A* heuristique d_1, étape 7
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A* heuristique d_1, fin du parcours :
- 8 sommets visités,
- distance obtenue : 8,

- 3 sommets visités inutilement.
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A* heuristique d_1, fin du parcours :
- 8 sommets visités,
- distance obtenue : 8,

- 3 sommets visités inutilement.
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A* heuristique d_1, fin du parcours :
- 8 sommets visités,
- distance obtenue : 8,

- 3 sommets visités inutilement.
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A* heuristique d_1, fin du parcours :
- 8 sommets visités,
- distance obtenue : 8,

- 3 sommets visités inutilement.
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A* heuristique d_1, fin du parcours :
- 8 sommets visités,
- distance obtenue : 8,

- 3 sommets visités inutilement.
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A* heuristique d_1, fin du parcours :
- 8 sommets visités,
- distance obtenue : 8,

- 3 sommets visités inutilement.
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A* heuristique d_1, fin du parcours :
- 8 sommets visités,
- distance obtenue : 8,

- 3 sommets visités inutilement.
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DIJKSTRA, fin du parcours : o
- 8 sommets visites,

- 15 sommets visites, .
- distance obtenue : 8,

- distance obtenue : 8§, ST
- 10 sommets visités inutilement, 3 SOmmets visités inutilement. -
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DIJKSTRA, étape 3 A* heuristique d_2, étape 3
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DIJKSTRA, étape 9 A* heuristique d_2, fin du parcours :
- 8 sommets visités,
- distance obtenue : 11,

- 3 sommets visités inutilement.
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DIJKSTRA, étape 10 A* heuristique d_2, fin du parcours :
- 8 sommets visités,
- distance obtenue : 11,

- 3 sommets visités inutilement.
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A* heuristique d_2, fin du parcours :
DIJKSTRA, étape 11 L
- 8 sommets visites,
- distance obtenue: 11,

- 3 sommets visités inutilement.
76/102



Ex2 : A* CONVERGE PLUS VITE VERS UN MOINS BON CHEMIN
@@@ﬁ@®@®ﬁﬁ

ool § ¥ - Q‘@ﬁ’%b
.0 &ﬁ# O @

@990 @ﬁﬁ‘
588680 TEED

A* heuristique d_2, fin du parcours :
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- 8 sommets visites,
- distance obtenue: 11,

- 3 sommets visités inutilement.
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DIKSTRA, tape 13 A heurlsthueld._2/, fin du parcours :
- 8 sommets visites,
- distance obtenue: 11,

- 3 sommets visités inutilement.
78/102



Ex2 : A* CONVERGE PLUS VITE VERS UN MOINS BON CHEMIN
@@@ﬁ@ﬁ@ﬁwﬁ

ool § ¥ - Q‘@ﬁ’%b
O® &ﬁ# O @

@990 ﬁﬁiﬁﬁ
588680 TEED

* 1 H o
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DUKSTRA, fin du parcours : A* heuristique d_2, fin du parcours :
- 14 sommets visites, - 8 sommets visités,

- distance obtenue: 7, - distance obtenue : 11,

- 6 sommets visités inutilement.  * 3 sommets visités inutilement.
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DIJKSTRA, étape 5 A* heuristique d_1, étape 5
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DIJKSTRA, étape 7 A* heuristique d_1, étape 7
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DIJKSTRA, fin du parcours : A* heuristique d_1, étape 8
- 7 sommets visités,

- distance obtenue : 6,

- 1 sommets visités inutilement.
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DIJKSTRA, fin du parcours : A* heuristique d_1, étape 9
- 7 sommets visités,

- distance obtenue : 6,

- 1 sommets visités inutilement.
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DIJKSTRA, fin du parcours : A* heuristique d_1, fin du parcours :
- 7 sommets visités, - 9 sommets visités,

- distance obtenue: 6, - distance obtenue: 13,

- 1 sommets visités inutilement. - 1 sommets visités inutilement.
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A* heuristique d_inf, étape 3 A* heuristique d_1, étape 3
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A* heuristique d_inf, étape 5 A* heuristique d_1, étape 5
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A* heuristique d_inf, étape 6 A* heuristique d_1, étape 6
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A* heuristique d_inf, étape 7 A* heuristique d_1, étape 7
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A* heuristique d_inf, fin du parcours : A* heuristique d_1, étape 8
- 7 sommets visites,

- distance obtenue: 6,
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- 1 sommets visites inutilement.
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A* heuristique d_inf, fin du parcours : A* heuristique d_1, étape 9
- 7 sommets visites,

- distance obtenue: 6,
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- 1 sommets visités inutilement.
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A* heuristique d_1, fin du parcours :
- 9 sommets visites,

- distance obtenue : 13,
- 1 sommets visités inutilement. 102/102

A* heuristique d_inf, fin du parcours :
- 7 sommets visites,

- distance obtenue: 6,

- 1 sommets visités inutilement.



