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TP (S2) 6
Représentation des nombres en
machine

1 Représentation des entiers . . . . .

2 Représentation des réels . . . . . . .

3 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Objectifs
• Connaître et savoir manipuler les for-

mats de représentions des entiers et
des flottants.

• Connaître les limitations inhérentes à
la représentation des nombres en ma-
chine.

1. REPRÉSENTATION DES ENTIERS

Exercice 1 [Sol 1]

1. 1.1) Déterminer à la main quel entier positif a pour écriture binaire (1011001)2.

1.2) Soit L une liste dont tous les éléments sont soit 0 soit 1 :
L = [𝑐N−1,𝑐N−2,…,𝑐1,𝑐0].

Écrire une fonction bin2nat(L : list) -> int renvoyant l’entier positif
d’écriture binaire (𝑐N−1𝑐N−2…𝑐1𝑐0)2.
La fonction utilisera l’algorithme de Horner, comme vu en cours pour minimi-
ser le nombre de calculs, et vérifiera par une commande assert que L est bien
une liste ne contenant que 0 ou 1.

1.3) Utiliser cette fonction pour savoir quel entier positif a pour écriture binaire
(100110111001)2.

1.4) Proposer une version récursive de bin2nat.

2. 2.1) Déterminer à la main qu’elle est l’écriture binaire sur 10 bits de l’entier positif
100.

2.2) Écrire une fonction nat2bin(n,N), oùN est un entier naturel non nul et𝑛 est
un entier positif représentable sur N bits, renvoyant la liste correspondant à
l’écriture binaire de 𝑛. La fonction vérifiera par une commande assert queN
est un entier naturel non nul et que 𝑛 est un entier représentable surN bits.

2.3) Utiliser cette fonction pour savoir quelle est l’écriture binaire sur 16 bits de
l’entier naturel 12345?

2.4) Proposer une version récursive de nat2bin.

Exercice 2 [Sol 2]

1. On souhaite dans cette question mettre oeuvre l’algorithme usuel de calcul d’une
somme de deux entiers positifs directement sur leurs écritures binaires.

1.1) Poser à la main l’addition binaire des deux nombres (0110)2 et (0111)2.

1.2) Écrire une fonction SB3(b1 : int, b2 : int, b3 : int)-> tuple, où
𝑏1,𝑏2,𝑏3 sont tous les trois dans {0,1}, et renvoyant le tuple (𝑐1,𝑐0) tel que
𝑏1+𝑏2+𝑏3 = (𝑐1𝑐0)2.

Par exemple SB3(1,0,1) doit renvoyer la liste (1,0) car 1+0+1 = 2 = (10)2.
Attention! Le code de la fonction SB3 ne contiendra aucun calcul d’addition,
mais devra utiliser uniquement un test sur les différents cas possibles pour les
valeurs de 𝑏1,𝑏2,𝑏3, sous la forme :
if b1 == 1 and b2 == 0 and b3 == 0:

return (0, 1)

elif ...

1.3) Écrireune fonctionaddBin(L1 : list,L2 : list)-> list, oùL1etL2 sont
deux listes binaires de la même taille correspondant à l’écriture binaire de
deux entiers naturels 𝑛1 et 𝑛2 (sur un même nombre N de bits), et renvoyant
la liste correspondant à l’écriture binaire de la somme 𝑛1+𝑛2, toujours sur le
même nombreN de bits. Le calcul pourra donc ne pas être exact (si la dernière
retenue n’est pas égale à 0).
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1.4) Écrire une fonction addNat(n1 : int,n2 : int, N:int)-> int, où 𝑛1 et
𝑛2 sont deux entiers naturels, et renvoyant l’entier naturel 𝑛1+𝑛2, calculé
en passant par leurs écritures binaires sur N bits(la fonction convertira donc
d’abord𝑛1 et𝑛2 en binaire surN bits, les additionnera en binaire, puis recon-
vertira le résultat en décimal ; elle utilisera bien sûr les fonctions de l’exercice
1).

1.5) Tester la fonction précédente en choisissant certains calculs dont les résultats
seront exacts, et d’autres qui ne seront vrais que modulo 2N.

2. Écrire une fonction mulBin(L1 : list,L2 : list)-> list effectuant, sur le
même principe, cette fois une multiplication en binaire, et écrire la fonction
mulNat(n1 : int, n2 : int, N : int)-> int correspondante.

3. Écrire une fonction sousBin(L1 : list,L2 : list)-> list effectuant, tou-
jours sur le même principe, une soustraction en binaire, et écrire la fonction
sousNat(n1 : int, n2 : int, N : int)-> int correspondante. (on suppo-
sera que l’entier codé par L1 est supérieur ou égal à celui codé par L2)

Exercice 3 [Sol 3] Écrire une fonction récursive infBinNat(L1 : list, L2 :

list) -> bool, où L1 et L2 sont deux listes binaires demême taille représentant les
entiers positifs 𝑛1 et 𝑛2 respectivement, renvoyant True si 𝑛1 ⩽ 𝑛2 et False sinon.
L’unique test python autorisé ici pour le code est le test == entre deux bits.

1.1. Les entiers signés

Exercice 4 [Sol 4]

1. On choisit de coder les entiers relatifs sur 10 bits. Vous pouvez bien sûr vous servir
des fonctions nat2bin et bin2nat en guise de calculatrice.

1.1) Quel intervalle d’entiers cela permet-il de coder?

1.2) Quel entier relatif est codé par 0101010101?

1.3) Quel entier relatif est codé par 1010101010?

1.4) Quel est le codage de 123?

1.5) Quel est le codage de −123?

2. 2.1) En utilisant la fonction bin2nat codée en exercice 1, écrire une fonction
bin2relat(L : list)->int renvoyant l’entier relatif d’écriture binaire sto-
ckée dans L (on utilisera ici la méthode « naïve » sans complément à 2).
Contrôler en retrouvant les résultats de 1.2) et 1.3).

2.2) En utilisant la fonction nat2bin codée en exercice 1, écrire une fonction
rel2bin(n : int, N : int)->list, oùN ∈ℕ∗ et𝑛 ∈ J−2N−1;2N−1−1K, ren-
voyant la liste L correspondant à l’écriture binaire de𝑛 surN bits (on utilisera
la méthode « naïve » sans complément à 2). Contrôler en retrouvant les résul-
tats 1.4) et 1.5).

2.3) Enutilisant les fonctionaddBin etmulBin codées enexercice 2, écrire les fonc-
tions : addRelat(n1 : int,n2 : int,N : int)->int et mulRelat(n1 :

int,n2 : int,N : int)->int, oùN ∈ℕ∗ et n1,n2 sont dans J−2N−1;2N−1−
1K, et renvoyant respectivement les entiers relatifs n1+n2 et n1×n2, toujours
dans J−2N−1;2N−1 −1K (ici encore, le résultat ne sera a priori correct que mo-
dulo 2N).

3. Écrire de nouvelles versions des fonctions rel2bin et bin2relat, en utilisant
cette fois la technique du complément à 2.

Exercice 5 [Sol 5] En utilisant la fonction infBinNat écrite en exercice 3,
écrire une fonction infBinRelat(L1 : list, L2 : list) -> bool, où L1 et L2
sont deux listes binaires de même taille représentant les entiers signés 𝑛1 et 𝑛2 res-
pectivement, renvoyant True si 𝑛1 ⩽ 𝑛2 et False sinon.

Exercice 6 [Sol 6] Si L est une liste binaire représentant un entier relatif 𝑛, on
vérifie facilement que son complément à 2 (inverser tous les bits et ajouter 1 au ré-
sultat) permet d’obtenir la liste binaire représentant l’entier −𝑛.

1. Écrire une fonction moins(L : list)->list effectuant ce traitement.

2. Écrire une fonction valeurAbsolue(L : list)->list renvoyant la liste binaire
correspondant à la valeur absolue de l’entier relatif codé par L.

Exercice 7 [Sol 7]

1. Écrire une fonction récursive pgcd2(a ; int,b : int)->int où 𝑎 et 𝑏 sont
deux entiers naturels, qui calcule et renvoie le pgcd de 𝑎 et 𝑏 en n’utilisant que
des multiplications par 2, des divisions par 2 et des soustractions.
On s’appuiera sur les propriétés suivantes (que vous pourrez démontrer à titre
d’exercice de Mathématiques) :
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• pgcd(𝑎,𝑏) = 2×pgcd(
𝑎
2
,
𝑏
2
) si 𝑎 et 𝑏 sont tous les deux pairs ;

• pgcd(𝑎,𝑏) = pgcd(𝑎,
𝑏
2
) si 𝑎 est impair et 𝑏 est pair ;

• pgcd(𝑎,𝑏) = pgcd(𝑎 −𝑏,𝑏) si 𝑎 et 𝑏 sont tous les deux impairs.

2. Sur le même principe, écrire une fonction récursive pgcdBinNat(L1 : list,L2

: list)->list où L1 et L1 sont deux listes binaires représentant des entiers na-
turels 𝑎 et 𝑏 respectivement, sur le même nombre de bits, et renvoyant une liste
binaire correspondant au pgcd de 𝑎 et 𝑏, toujours sur le même nombre de bits
tous les calculs étant faits directement sur les listes binaires.

3. Écrire une fonction pgcdBinRelat(L1 : list,L2 : list)->listpour laquelle
les listes L1 et L2 représentent cette fois des entiers relatifs.

2. REPRÉSENTATION DES RÉELS

Exercice 8 Conversion en binaire [Sol 8] On désire réaliser la conversion entre
l’écriture des nombres réels en base décimale et la représentation binaire en virgule
flottante.

1. On se restreint ici à des mantisses de taille𝑚=4 (exposant quelconque).

1.1) Déterminer les réels positifs dont les représentations binaires sont :

(a) E = 2,M= 1.1010 ; (b) E =−3,M= 1.1100

1.2) Donner la représentation binaire des réels suivants :

(a) 𝑥2 = 9.0 ; (b) 𝑥4 =
5
32

; (c) 𝑥5 = 6 ; (d) 𝑥6 = 6.125

2. On souhaite écrire une fonction dec2binR(x, m) qui prend en argument un réel
𝑥, un entier𝑚 et qui renvoie un tuple (𝑠,E,B) où 𝑠 vaut±1,E est un entier relatif et
Bune chaîne de caractères constituée de 0 et de 1, de la forme𝑏1𝑏2…𝑏𝑚 et codant
les décimales binaires de lamantisseM. On rappelle qu’on a alors𝑥 = (−1)𝑠2EM=
(−1)𝑠2E(1+𝑏1×2−1+𝑏2×2−2+⋯+𝑏𝑚×2−𝑚). On a par construction 1 ⩽M< 2,
et nous avons donné dans le cours les algorithmes suivants :

Calcul de E etM

Données : Un réel 𝑥

Résultat : La mantisse de 𝑥
M← |𝑥|, E← 0.
• Tant queM< 1 faire :M←2M et E←E−1.
• Tant queM⩾ 2 faire :M←M/2 et E←E+1.

renvoyer E,M.

Calcul de la représentation binaire de la mantisse

Données : Un réelM∈ [1,2[

Résultat : La liste des (𝑏𝑖)1⩽𝑖⩽𝑚
𝑏 = [] et 𝑦 =M−1
pour i allant de 1 à𝑚 faire :
• Si 𝑦 ⩾ 0.5, 𝑏 ←𝑏+[1], 𝑦← 2𝑦−1.
• Sinon, 𝑏 ←𝑏+[0], 𝑦← 2𝑦.

renvoyer 𝑏.

2.1) Écrire la fonction demandée en utilisant les résultats précédents.

2.2) La mantisse de 0.1 est 4-périodique, mais que constate-t-on si on affiche le
résultat de dec2binR(0.1,60)? Expliquer. Comment pourrait-on contourner
ce problème?

Exercice 9 Norme IEEE754 [Sol 9] On cherche dans cet exercice à déterminer
numériquement les valeurs des nombres de bits 𝑒 et𝑚 utilisés respectivement pour
le codage de l’exposant E et de la mantisseM pour les réels.

1. Pour 𝑥 = 1.0×2E et E ∈ ℕ, et pour E suffisamment grand, le test x+1 == x renvoie
la valeur True.

1.1) Justifier ce comportement.

1.2) Écrire une fonction mantisse(), basée sur cette propriété, permettant de dé-
terminer l’entier𝑚.

1.3) Quel serait le comportement de ce dernier algorithme avec comme valeur de
départ 𝑥 = 2E ?

2. On rappelle que l’exposant E a pour valeur maximale Emax = 2𝑒−1 − 1 pour les
nombres normalisés, la valeur E = 2𝑒−1 étant réservée au codage de l’infini (noté
inf).

2.1) Que donnent la série d’instructions suivantes : (à tester dans la console)
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>>> x = 1.0*2**1023

>>> x = 2*x

>>> x

>>> x = x/2

>>> x

2.2) Écrire une fonction exposant, basée sur les propriétés de la valeur inf vis à vis
de la division, qui permette de déterminer l’entier 𝑒. On s’interdira d’utiliser
un test d’égalité à float('inf').

Exercice 10 Comparaison à zéro [Sol 10] On donne les deux scripts suivants :
def test1():

n = 10

k = 0

while n != 0 and k < 50:

n -= 1

k += 1

print(n)

def test2():

n = 1.

k = 0

while n != 0 and k < 50:

n -= 0.1

k += 1

print(n)

1. Prédire le comportement de chacun des scripts et expliquer les différences de
comportement.

2. Que dire du test de comparaison à zéro lorsqu’on manipule des flottants?

3. Modifier le second algorithme pour qu’il termine quand la variable 𝑛 est le plus
près de zéro possible en valeur absolue.

Exercice 11 Associativité [Sol 11]

1. Pour 𝑥 = 1.0×253 (≈ 1.0×1016), calculer −𝑥+(𝑥+1) et (−𝑥+𝑥)+1. Expliquer le
résultat. Quelle propriété usuelle de l’addition a-t-on perdu numériquement?

2. Évaluer de même
(𝑦+𝑥)−𝑥

𝑦
et
𝑦+(𝑥−𝑥)

𝑦
, et ce pour 𝑥 = 1.0×10𝑛 , 𝑦 = 10−𝑛, et

𝑛 = 6,𝑛 = 7,𝑛 = 8,𝑛 = 9.

Exercice 12 Test d’égalité [Sol 12]

1. Que donne le test 0.1+0.05 == 0.15?

2. Oncherche à expliquer le résultat précédent, et onpose𝑥 = 0.1,𝑦 = 0.05, 𝑧 = 0.15.
On note par ailleurs 𝑥𝑟, 𝑦𝑟 et 𝑧𝑟 les réels représentés associés aux réels 𝑥,𝑦 et 𝑧.

2.1) Donner les exposant et la mantisse (en binaire) des représentations de 𝑥,𝑦 et
𝑧, en se limitant à 4 bits pour les mantisses.

2.2) Calculer la somme binaire de 𝑥𝑟 et 𝑦𝑟. Cela explique-t-il le résultat du test?

3. APPLICATIONS

Exercice 13 Résolution d’une équation du second degré [Sol 13] On évalue nu-
mériquement les solutions 𝑥1,𝑥2 de l’équation : 𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐 = 0, par application des
formules théoriques. On se limite au cas où Δ= 𝑏2−4𝑎𝑐 > 0, pour lequel on a :

𝑥1 =
−𝑏+√Δ

2𝑎
, 𝑥2 =

−𝑏−√Δ
2𝑎

, (1)

1. Écrire la fonction racines(a,b,c) qui renvoie 𝑥1 et 𝑥2 en appliquant (1).

2. On considère l’équation : ε𝑥2 −
1
ε
𝑥 + ε = 0. Pour ε < 1/√2, on a Δ > 0. Pour

ε→ 0, on montre que les racines 𝑥1,𝑥2 vérifient : 𝑥1 ≈
1
ε2

et 𝑥2 ≈ ε2.

2.1) Évaluer les solutions de l’équation à l’aide de la fonction racines(a,b,c) ,
pour ε = 2−10, ε = 2−11,⋯ et comparer aux valeurs obtenues par l’approxima-
tion précédente. Expliquer.

2.2) Pour contourner ce problème, onpeut se contenter de calculer𝑥1 par (1), puis
d’utiliser la relation sur le produit des racines : 𝑥1𝑥2 =

𝑐
𝑎
.

Écrire une fonction racines2(a, b, c) qui renvoie les racines calculées par
cette méthode, et l’utiliser pour ε = 2−10, ε = 2−11,⋯. Comparer aux résultats
attendus par l’approximation. Expliquer.

3. On considère l’équation 𝑥2−
1
ε
𝑥+1 = 0. Pour ε <

1
2
, on a bien Δ> 0.

Pour ε→ 0, on montre que les racines vérifient : 𝑥1 ≈
1
ε

et 𝑥2 ≈ ε.
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3.1) Rappeler la limite du plus petit réel positif normalisé représentable.

3.2) Résoudre l’équation pour des valeurs de ε proches mais supérieures à cette
limite. Expliquer les résultats observés.

Exercice 14 Polynomes de RUMP [Sol 14] Les polynômes de RUMP (polynômes
en 𝑥 et fractions rationnelles en 𝑦) ont pour expression :

R(𝑥,𝑦) =
1335
4

𝑦6+𝑥2(11𝑥2𝑦2−𝑦6−121𝑦4−2)+
11
2
𝑦8+

𝑥
2𝑦

.

Nous allons comparer les résultats en suivant deux modes d’évaluation de l’expres-
sion.

1. 1.1) Écrire la fonction rump1(x:int, y:int)->float qui renvoie la valeur de
R(𝑥,𝑦) en utilisant l’expression ci-dessus.

1.2) Noter le résultat de rump1(77617,33096).

2. On peut réécrire R(𝑥,𝑦) sous la forme :
1
4
(22𝑦8−4𝑦6𝑥2+1335𝑦6−484𝑦4𝑥2+44𝑦2𝑥4−8𝑥2)+

𝑥
2𝑦

.

2.1) Écrire une fonction F(x:int, y:int)->int qui calcule et renvoie l’expres-
sion entre parenthèses.

2.2) En déduire une fonction rump2(x:int, y:int)->float) qui utilise F(𝑥,𝑦).

2.3) Comparer rump2(77617,33096) avec rump1(77617,33096). Lequel de ces
deux résultats vous paraît le plus fiable? Expliquer.

3. On veut visualiser les écarts |rump1(𝑥,𝑦)− rump2(𝑥,𝑦)| pour N valeurs entières
de 𝑥 et 𝑦 choisies au hasard dans un intervalle de la forme [−𝑑;𝑑] (N et 𝑑 se-
ront choisies par l’utilisateur). On fera appel à la bibliothèque matplotlib à l’aide
l’instruction import matplotlib.pyplot as plt, et à la fonction randint du
module random.

Écrire la fonction test(N:int, d:int)->None qui construit aléatoirement une
liste de N couples (𝑥𝑖,𝑦𝑖) ∈ [−𝑑;𝑑]2, puis qui représente sur un graphique les
entiers 𝑖 de 1 à N en abscisses, et en ordonnées les écarts |rump1(𝑥𝑖,𝑦𝑖) −
rump2(𝑥𝑖,𝑦𝑖)|.

Exercice 15 Suite convergente ou divergente? [Sol 15] Soit 𝑞 =
1−√5

2
. On dé-

finit deux suites 𝑢 et 𝑣 en posant :
𝑢0 = 1, 𝑣0 = 1, 𝑢1 =𝑞, et : ∀𝑛 ∈ℕ, 𝑢𝑛+2 =𝑢𝑛+1+𝑢𝑛, 𝑣𝑛+1 =𝑞𝑣𝑛.

1. 1.1) Écrire la fonction comparer(n: int) -> None qui affiche à l’écran, pour 𝑘
allant de 0 à 𝑛, la valeur de 𝑢𝑘 et à côté, celle de 𝑣𝑘.

1.2) À l’aide de cette fonction faire une conjecture sur le comportement asympto-
tique des deux suites.

2. 2.1) Déterminer l’expressionde𝑢𝑛 et celle de𝑣𝑛 en fonction de𝑛. Que remarquez-
vous?

2.2) Expliquer les résultats obtenus avec la fonction comparer.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 1
1. 1.1) Il s’agit de 89.
1.2) def bin2nat(L : list) -> int :

assert type(L) == list

for e in L :

assert e == 0 or e == 1

n = 0

for e in L :

n = 2*n+e

return n

1.3) Il s’agit de 2489.
>>> bin2nat([1,0,0,1,1,0,1,1,1,0,0,1])

2489

1.4) def bin2nat(L : list) -> int :

assert type(L) == list

for e in L :

assert e == 0 or e == 1

if len(L) == 0:

return 0

else:

return 2*bin2nat(L[:-1]) + L[-1]

>>> bin2nat([1,0,0,1,1,0,1,1,1,0,0,1])

2489

2. 2.1) Il s’agit de [0,0,0,1,1,0,0,1,0,0].
2.2) def nat2bin(n : int, N : int)-> list :

assert type(N) == int

assert N >= 1

assert type(n) == int

assert 0 <= n <= 2**N-1

L = [0]*N

i = N-1

while n != 0:

L[i] = n%2

n = n//2

i -= 1

return L

2.3) Il s’agit de :
>>> nat2bin(12345, 16)

[0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1]

2.4) En cas terminal, bien mettre N == 1 sinon le assert va poser soucis.
def nat2bin(n : int, N : int)-> list :

assert type(N) == int

assert N >= 1

assert type(n) == int

assert 0 <= n <= 2**N-1

if N == 1:

return [n%2]

else:

return nat2bin(n//2, N-1) + [n%2]

2.5) Il s’agit de :
>>> nat2bin(12345, 16)

[0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1]

Solution 2

1. 1.1) On trouve (1101)2.
1.2) def SB3(b1 : int, b2 : int, b3 : int) -> tuple :

if b1 == 0 and b2 == 0 and b3 == 0 :

return (0,0)

elif b1 == 0 and b2 == 0 and b3 == 1:

return (0,1)

elif b1 == 0 and b2 == 1 and b3 == 0:

return (0,1)

elif b1 == 1 and b2 == 0 and b3 == 0:

return (0,1)

elif b1 == 1 and b2 == 1 and b3 == 0:

return (1,0)

elif b1 == 1 and b2 == 0 and b3 == 1:

return (1,0)

elif b1 == 0 and b2 == 1 and b3 == 1:

return (1,0)
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else :

return (1,1)

1.3) def addBin(L1 : list, L2 : list) -> list :

N = len(L1)

S = [0]*N

r = 0

for k in range(N) :

r, S[N-1-k] = SB3(L1[N-1-k], L2[N-1-k], r)

return S

1.4) def addNat(n1 : int, n2 : int, N : int) -> int :

return bin2nat(addBin(nat2bin(n1,N),nat2bin(n2,N)))

1.5) >>> 12+23

35

>>> addNat(12, 23, 10)

35

>>> (12+23)% 2**5

3

>>> addNat(12, 23, 5) # dépassement de capacité : vraie \

↪ modulo 2**N

3

2. def mulBin(L1 : list, L2 : list) -> list :

N = len(L1)

P = [0]*N

# Dans le schéma de multiplication : L1 = liste du dessus, \

↪ L2 = liste du dessous

for k in range(N):

if L2[N-1-k] == 1:

P = addBin(P, L1)

L1 = L1[1:]+[0] # on oublie le bit de droite de L1 (on \

↪ doit coder sur N bits uniquement), et on met un zéro \

↪ à la place.

# Remarque : L1 n'est pas modifiée en dehors de cette \

↪ fonction (slicing = variable locale dans la fonction)

return P

def mulNat(n1 : int, n2 : int, N : int) -> int :

return bin2nat(mulBin(nat2bin(n1,N), nat2bin(n2,N)))

>>> 12*23

276

>>> mulNat(12, 23, 10)

276

>>> (12*23)% 2**5

20

>>> mulNat(12, 23, 5) # dépassement de capacité : vraie modulo \

↪ 2**N

20

3. def sousBin(L1 : list, L2 : list) -> list :

N = len(L1)

S = [0]*N

S[N-1] = 1

i = N-1

for k in range(N) :

if L1[i] == L2[i]:

S[i] = 0

elif L1[i] == 1 and L2[i] == 0:

S[i] = 1

else :

S[i] = 1

L = addBin(L2[:i],nat2bin(1,i))

L2 = L+L2[i:]

i -= 1

return S

def sousNat(n1 : int, n2 : int, N : int) -> int :

return bin2nat(sousBin(nat2bin(n1,N), nat2bin(n2,N)))

Solution 3
def infBinNat(L1 : list, L2 : list) -> bool :

if len(L1) == 0:

return True

elif L1[0] == 0 and L2[0] == 1:

return True

elif L1[0] == 1 and L2[0] == 0:

return False

else :

return infBin(L1[1:], L2[1:])
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Solution 4

1. 1.1) J−29;29−1K= J−512;511K.

1.2) Comme le bit de poids fort est 0, l’entier est positif et codé directement : il
s’agit de 341.

1.3) Comme le bit de poids fort est 1, l’entier est négatif, et on retranche donc 210 =
1024 à 682 : il s’agit de −342.

1.4) Comme 123 est positif, il est codé directement : 0001111011.

1.5) Comme −123 est négatif, on ajoute 1024, ce qui donne 901, que l’on code
1110000101.
Rq : pour les entiers négatifs, on peut bien sûr aussi utiliser les compléments
à 2.

2. 2.1) def bin2relat(L : list)->int :

N = len(L)

n = bin2nat(L)

if L[0] == 0 :

return n

else :

return n-2**N

>>> bin2relat([0,1,0,1,0,1,0,1,0,1])

341

>>> bin2relat([1,0,1,0,1,0,1,0,1,0])

-342

2.2) def rel2bin(n : int, N : int)->list :

if n >= 0:

L = nat2bin(n, N)

else :

L = nat2bin(n+2**N, N)

return L

>>> rel2bin(123, 8)

[0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1]

>>> rel2bin(-123, 8)

[1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1]

2.3) def addRelat(n1 : int,n2 : int,N : int)->int :

return bin2relat(addBin(rel2bin(n1,N),rel2bin(n2,N)))

>>> addRelat(3, -4, 10)

-1

>>> addRelat(-3, -4, 10)

-7

>>> addRelat(-3, 20, 10)

17

def mulRelat(n1 : int,n2 : int,N : int)->int :

return bin2relat(mulBin(rel2bin(n1,N,rel2bin(n2,N))))

3. def rel2bin(n : int,N : int)->list :

if n >= 0:

return nat2bin(n,N)

else :

L = nat2bin(-n,N)

CL = [1-e for e in L]

return addBin(CL,nat2bin(1,N))

def bin2relat(L : list)-> int :

N = len(L)

if L[0] == 0:

return bin2nat(L)

else :

CL = [1-e for e in L]

return -bin2nat(addBin(CL,nat2bin(1,N)))

Solution 5
def infBinRelat(L1 : list, L2 : list) -> bool :

if L1[0] == L2[0] :

return infBinNat(L1,L2)

elif L1[0] == 0 and L2[0] == 1:

return False

elif L1[0] == 1 and L2[0] == 0:

return True

Solution 6
1. def moins(L : list)->list :

N = len(L)

CL = [1-e for e in L]

ITCCreative-Commons 2024-2025 8 / Lycée Michel Montaigne – Bordeaux
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return addBin(CL,nat2bin(1,N))

2. def valeurAbsolue(L : list)->list :

if L[0] == 0:

return L

else :

return moins(L)

Solution 7
1. def pgcd2(a : int,b : int)-> int :

if a < b :

return pgcd2(b,a)

elif b == 0 :

return a

elif a%2 == 0 and b%2 == 0 :

return 2*pgcd2(a//2,b//2)

elif b%2 == 0:

return pgcd2(a,b//2)

elif a%2 == 0:

return pgcd2(a//2,b)

else :

return pgcd2(a-b,b)

def pgcdBinNat(L1 : list, L2 : list)->list :

if infBinNat(L1,L2) and L1 != L2 :

return pgcdBinNat(L2,L1)

elif L2 == [0]*len(L2) :

return L1

elif L1[-1] == 0 and L2[-1] == 0 :

R = pgcdBinNat(L1[:-1],L2[:-1])

R.append(0)

return R

elif L2[-1] == 0:

L2 = [0]+L2[:-1]

return pgcdBinNat(L1,L2)

elif L1[-1] == 0 :

L1 = [0]+L1[:-1]

return pgcdBinNat(L1,L2)

else :

return pgcdBinNat(sousBin(L1,L2,L2))

3. def pgcdBinRelat(L1 : list, L2 : list)->list :

return pgcdBinNat(valeurAbsolue(L1,valeurAbsolue(L2)))

Solution 8

1. 1.1) (a) 𝑥 = 22(1+2−1+2−3) = 6.5, (b) 𝑥 = 2−3(1+2−1+2−2) = 0.21875

1.2) (a) 9 = 8+ 1 = 23 + 1 = 23(1 + 2−3). On a donc E = 3 et M = 0010 ; (b)
5
32

=
4
32

+
1
32

=
1
8
+

1
32

= 2−3 +2−5 = 2−3(1+ 2−2), d’où E = −3, M = 0100 ; (c) 6 =

22(1+2−1), d’où E = 2,M= 1000 ; (d) 6.125 = 22(1+2−1+2−5), on a donc E = 2,
M= 1000 (pas debit𝑏5). Les deuxderniers nombres ontmême représentation
sous 4 bits.

2. 2.1) On peut proposer la fonction suivante :
def dec2binR(x: float, m: int)->(int,int,str):

#codage du signe

if x >= 0:

s = 1

else:

s = -1

#codage de l'exposant

E = 0

M = abs(x)

while M >=2:

E += 1

M = M/2

while M<1 :

E -= 1

M = 2*M

#codage de la mantisse

B = ''

y = M-1

for i in range(1, m+1):

y *= 2

if y >= 1:

B = B+'1'

y -= 1

else:

B = B+'0'
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return s, E, B

2.2) On constate des zéros à partir de 𝑏53 et non plus la période attendue. En réa-
lité la fonction ne fait pas les calculs pour 0.1, mais pour le réel qui représente
0.1 en machine! Sa mantisse étant codée sur 52 bits, c’est comme si ceux qui
suivent étaient tous nuls ... On pourrait contourner ce problème en program-
mant le codage binaire des rationnels 𝑎/𝑏, mais sans calculer 𝑎/𝑏 :
def rat2bin(a,b,m):

bits=''

E=0

# calcul du signe

s = 1

if a < 0:

s = -s

a = -a

if b < 0:

s = -s

b = -b

#calcul de E

while a >= 2*b:

E += 1

b *= 2

while a<b:

E -= 1

a *= 2

# calcul du numérateur de y = M-1

a -= b

# calcul de b_1, ..., b_m

for i in range(1, m+1):

a *= 2

if a >= b:

bits += '1'

a -= b #b_i=1

else :

bits += '0' #b_i=0

return s, E, bits

Solution 9

1. 1.1) On a numériquement 𝑥+1 = 𝑥 quand la représentation de 𝑥+1 « absorbe » 1

(c’est-à-dire quand elle est égale à celle de𝑥), on a𝑥+1 = 2E+1 = 2E×(1+2−E)
qui sera représenté par 2E si E > 𝑚, car dans ce cas la décimale sur 2−E est
absorbée.

1.2) Pour déterminer ce nombre, on peut donc proposer :
def mantisse()->int:

m = 1

x = 2.0

while x + 1 != x:

x *= 2

m += 1

return m-1

>>> mantisse()

52

1.3) Avec 𝑥 = 2E, on travaille sur des valeurs exactes, et on boucle de manière infi-
nie en Python.

2. 2.1) On obtient inf comme valeur renvoyée dans les deux cas.
>>> x = 1.0*2**1023

>>> x = 2*x

>>> x

inf

>>> x = x/2

>>> x

inf

2.2) On peut utiliser le fait que pour 𝑥 = 1.0 × 2Emax , on a (2 × 𝑥)/2 renvoie inf,
différent de 𝑥.
from math import log

def exposant():

p = 1

x = 2.0

while x/2 != x:

x *= 2

p += 1

return log(p, 2) + 1 #nb de bits pour coder p=2^{e-1}

>>> exposant()

11.0
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Solution 10

1. Le premier s’arrête au bout de dix itérations, car la variable𝑛 prend exactement la
valeur zéro. Pour le deuxième, ce n’est pas le cas, et c’est le second test qui permet
d’arrêter la boucle.

2. Ne fonctionne pas comme on pourrait l’attendre par une étude formelle (ne te-
nant pas compte de la représentation)

3. On peut proposer un test avec un epsilon.
def test3():

n = 1.

eps = 0.001

k = 0

while abs(n) > eps and k < 50:

n -= 0.1

k += 1

print(n)

Solution 11

1. On trouve 0 et 1 pour le second. En effet, 𝑥 +1 = 253[1 +
1
253

], la mantisse étant

codée sur 52 bits, le terme en
1
253

n’est pas représenté. La propriété perdue est
l’associativité.

2. La deuxième expression vaut toujours 1. Pour la première on somme des réels de
valeurs très éloignées, ce qui conduit à des erreurs.

Solution 12

1. Le test renvoie False.

2. 2.1) On a (on peut utiliser la fonction dec2binR) :

• pour 𝑥 : E =−4,M= 1.1001
• pour 𝑦 : E =−5,M= 1.1001
• pour 𝑧 : E =−3,M= 1.0011

2.2) On a :

𝑥+𝑦 = 2−4 (1+
1
2
+
1
24
)+2−5 (1+

1
2
+
1
24
)

= 2−4 (1+
1
2
+
1
24

+
1
2
+
1
22

+
1
25
)

= 2−4 (2+
1
22

+
1
24

+
1
25
)

= 2−3 (1+
1
23

+
1
25

+
1
26
) .

Le résultat est donc représenté avec E = −3 et M= 1.0010 qui n’est pas la re-
présentation de 0.15.

Solution 13
1. from math import sqrt

def racines(a, b, c):

d = b**2-4*a*c

if d >= 0:

return (-b+sqrt(d))/(2*a), (-b-sqrt(d))/(2*a) #x1 et x2

else:

return None

2. 2.1) >>> eps = 2**(-10)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines(a, b, c)

(1048575.9999990463, 9.5367431640625e-07)

>>> eps = 2**(-11)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines(a, b, c)

(4194303.9999997616, 2.384185791015625e-07)

>>> eps = 2**(-12)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines(a, b, c)

(16777215.99999994, 5.960464477539063e-08)

>>> eps = 2**(-13)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines(a, b, c)

(67108863.999999985, 1.4901161193847656e-08)

>>> eps = 2**(-14)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines(a, b, c)

(268435456.0, 0.0)
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En posant ε = 2−𝑝, on a :

Δ=
1
ε2
−4ε2 = 22𝑝−22−2𝑝 = 22𝑝−1 (2−

1
24𝑝−3

) .

Or 2 −
1

24𝑝−3
est arrondi à 2 dès que

1
24𝑝−3

est arrondi à zéro, donc dès que

4𝑝 − 3 ⩾ 53, et donc dès que 𝑝 ⩾ 14, dès lors Δ est représenté par
1
ε2

ce qui
entraîne 𝑥2 = 0.

2.2) def racines2(a, b, c):

d = b**2-4*a*c

if d >= 0:

x1 = (-b+sqrt(d))/(2*a)

return (x1, 1/x1)

else:

return None

>>> eps = 2**(-10)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines2(a, b, c)

(1048575.9999990463, 9.536743164071174e-07)

>>> eps = 2**(-11)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines2(a, b, c)

(4194303.9999997616, 2.3841857910157605e-07)

>>> eps = 2**(-12)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines2(a, b, c)

(16777215.99999994, 5.960464477539084e-08)

>>> eps = 2**(-13)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines2(a, b, c)

(67108863.999999985, 1.490116119384766e-08)

>>> eps = 2**(-14)

>>> a, b, c = eps, -1/eps, eps

>>> racines2(a, b, c)

(268435456.0, 3.725290298461914e-09)

𝑥1 est évalué sans problème, et 𝑥2 s’obtient sans problème par cetteméthode.

3. 3.1) On a 𝑥min = 1.0×2−1022 ≈ 2,225×10−308.

3.2) Comme précédemment, en posant ε = 2−𝑝, on a :

Δ=
1
ε2
−4 = 22𝑝−22 = 22𝑝−1(2−

1
22𝑝−3

),

or 2−
1

22𝑝−3
est arrondi à 2 dès que 2𝑝−3 ⩾ 53 et donc dès que𝑝 ⩾ 28, dès lors

Δ est représenté par
1
ε2

ce qui entraîne 𝑥2 = 0, et on a une erreur (bien que le
résultat final soit représentable).

Solution 14

1. 1.1) La fontction rump1 :
def rump1(x: int, y:int) -> float:

a = 1335/4

b = 11/2

return a*y**6 + x**2*(11*x**2*y**2 - y**6 - 121*y**4 - \

↪ 2) + b*y**8 + x/(2*y)

1.2) rump1(77617,33096) renvoie 1.1805916207174113𝑒+21.

2. 2.1) La fonction F(x,y) :
def F(x:int, y:int)->int:

return 22*y**8 - 4*y**6*x**2 + 1335*y**6 - \

↪ 484*y**4*x**2 + 44*y**2*x**4 - 8*x**2

2.2) La fonction rump2 :
def rump2(x: int, y:int) -> float:

return (F(x,y)+x*2/y)/4

2.3) rump2(77617,33096) renvoie −0.8273960599468213, ce qui n’a rien à voir
avec le résultat de rump1, même si formellement c’est la même expression!
Le résultat le plus fiable est évidemment celui de rump2, car le calcul de
F(77617,33096) est exact, il donne −8 (c’est un calcul sur des entiers), c’est
lorsqu’on ajoute 2 ∗ 𝑥/𝑦 ≈ 4.690415760212715, qu’il y a une conversion en
flottant (suivi d’une division par 4 qui est une puissance de 2),mais cette opé-
ration n’engendre pas de grosses erreurs d’approximation.

3. La fonction test(N,d) :
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from random import randint
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def test(N:int, d:int)->None :

val = []

for _ in range(N):

p, q = randint(-d,d), randint(-d,d)

while q == 0:

q = randint(-d,d)

val.append((p,q))

res = [ abs(rump1(e[0],e[1]) - rump2(e[0],e[1])) for e in \

↪ val ]

plt.plot(range(1,N+1),res)

plt.show()

0 20 40 60 80 100
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1e16 Exemple avec N=100 et d=10000

Solution 15
1. 1.1) La fonction compare :

from math import sqrt

def compare(n: int)-> None:

u0 = 1 ; q = (1-sqrt(5))/2

u1 = q

print(u0, ' v = ', 1)

print(u1, ' v = ', q)

v = q

for k in range(n-2):

u0, u1 = u1, u0+u1

v *= q

print(k+2,' u = ',u1,' v = ', v)

1.2) Par exemple, exécutons la fonction précédente pour n = 30.
>>> compare(100)

1 v = 1

-0.6180339887498949 v = -0.6180339887498949

2 u = 0.3819660112501051 v = 0.3819660112501052

3 u = -0.2360679774997898 v = -0.23606797749978975

4 u = 0.1458980337503153 v = 0.14589803375031551

5 u = -0.09016994374947451 v = -0.09016994374947429

6 u = 0.05572809000084078 v = 0.05572809000084125

7 u = -0.03444185374863373 v = -0.03444185374863305

8 u = 0.021286236252207047 v = 0.021286236252208206

9 u = -0.013155617496426686 v = -0.01315561749642485

10 u = 0.008130618755780361 v = 0.008130618755783357

11 u = -0.005024998740646325 v = -0.005024998740641495

12 u = 0.0031056200151340363 v = 0.003105620015141862

13 u = -0.0019193787255122885 v = -0.0019193787254996341

14 u = 0.0011862412896217478 v = 0.0011862412896422286

15 u = -0.0007331374358905407 v = -0.000733137435857406

16 u = 0.0004531038537312071 v = 0.00045310385378482284

17 u = -0.0002800335821593336 v = \

↪ -0.00028003358207258323

18 u = 0.0001730702715718735 v = 0.00017307027171223967

19 u = -0.00010696331058746011 v = \

↪ -0.00010696331036034358

20 u = 6.610696098441338e-05 v = 6.61069613518961e-05

21 u = -4.085634960304674e-05 v = -4.085634900844749e-05

22 u = 2.525061138136664e-05 v = 2.5250612343448615e-05

23 u = -1.56057382216801e-05 v = -1.560573666499888e-05

24 u = 9.64487315968654e-06 v = 9.64487567844974e-06

25 u = -5.960865061993559e-06 v = -5.960860986549141e-06

26 u = 3.684008097692981e-06 v = 3.6840146919005996e-06

27 u = -2.2768569643005776e-06 v = \

↪ -2.2768462946485426e-06

28 u = 1.4071511333924036e-06 v = 1.4071683972520572e-06

/ Lycée Michel Montaigne – Bordeaux 13 ITCCreative-Commons 2024-2025



/
Ly
cé
e
M
ic
he
lM

on
ta
ig
ne

–
Bo
rd
ea
ux

14
IT
C
Creative-Commons

20
24
-2
02
5

29 u = -8.69705830908174e-07 v = -8.696778973964855e-07

30 u = 5.374453024842296e-07 v = 5.374904998555718e-07

31 u = -3.322605284239444e-07 v = -3.321873975409138e-07

32 u = 2.0518477406028524e-07 v = 2.05303102314658e-07

33 u = -1.2707575436365914e-07 v = \

↪ -1.2688429522625587e-07

34 u = 7.810901969662609e-08 v = 7.841880708840217e-08

35 u = -4.896673466703305e-08 v = -4.846548813785372e-08

36 u = 2.914228502959304e-08 v = 2.995331895054845e-08

37 u = -1.982444963744001e-08 v = \

↪ -1.8512169187305277e-08

38 u = 9.317835392153029e-09 v = 1.144114976324318e-08

39 u = -1.0506614245286983e-08 v = \

↪ -7.071019424062098e-09

40 u = -1.1887788531339538e-09 v = 4.370130339181083e-09

41 u = -1.1695393098420936e-08 v = \

↪ -2.7008890848810156e-09

42 u = -1.288417195155489e-08 v = 1.6692412543000675e-09

43 u = -2.4579565049975827e-08 v = \

↪ -1.0316478305809483e-09

44 u = -3.746373700153072e-08 v = 6.375934237191192e-10

45 u = -6.204330205150654e-08 v = -3.940544068618291e-10

46 u = -9.950703905303726e-08 v = 2.435390168572902e-10

47 u = -1.615503411045438e-07 v = \

↪ -1.5051539000453897e-10

48 u = -2.6105738015758106e-07 v = 9.302362685275129e-11

49 u = -4.2260772126212487e-07 v = \

↪ -5.749176315178771e-11

50 u = -6.836651014197059e-07 v = 3.553186370096359e-11

51 u = -1.1062728226818308e-06 v = \

↪ -2.195989945082413e-11

52 u = -1.7899379241015367e-06 v = \

↪ 1.3571964250139463e-11

53 u = -2.8962107467833675e-06 v = -8.38793520068467e-12

54 u = -4.686148670884904e-06 v = 5.184029049454796e-12

55 u = -7.582359417668272e-06 v = -3.203906151229874e-12

56 u = -1.2268508088553176e-05 v = 1.980122898224923e-12

57 u = -1.9850867506221448e-05 v = \

↪ -1.2237832530049512e-12

58 u = -3.2119375594774624e-05 v = 7.563396452199718e-13

59 u = -5.197024310099607e-05 v = -4.674436077849796e-13

60 u = -8.40896186957707e-05 v = 2.8889603743499235e-13

61 u = -0.00013605986179676677 v = \

↪ -1.7854757034998727e-13

62 u = -0.00022014948049253746 v = 1.103484670850051e-13

63 u = -0.00035620934228930423 v = \

↪ -6.819910326498218e-14

64 u = -0.0005763588227818417 v = 4.214936382002292e-14

65 u = -0.0009325681650711459 v = \

↪ -2.6049739444959275e-14

66 u = -0.0015089269878529876 v = 1.6099624375063653e-14

67 u = -0.0024414951529241335 v = -9.950115069895624e-15

68 u = -0.003950422140777121 v = 6.1495093051680315e-15

69 u = -0.006391917293701255 v = -3.800605764727593e-15

70 u = -0.010342339434478376 v = 2.348903540440439e-15

71 u = -0.01673425672817963 v = -1.4517022242871546e-15

72 u = -0.027076596162658007 v = 8.972013161532847e-16

73 u = -0.04381085289083764 v = -5.5450090813387e-16

74 u = -0.07088744905349564 v = 3.427004080194147e-16

75 u = -0.11469830194433328 v = -2.1180050011445535e-16

76 u = -0.18558575099782892 v = 1.3089990790495941e-16

77 u = -0.3002840529421622 v = -8.090059220949597e-17

78 u = -0.48586980393999113 v = 4.9999315695463465e-17

79 u = -0.7861538568821533 v = -3.090127651403251e-17

80 u = -1.2720236608221445 v = 1.909803918143096e-17

81 u = -2.058177517704298 v = -1.1803237332601554e-17

82 u = -3.3302011785264423 v = 7.294801848829409e-18

83 u = -5.38837869623074 v = -4.508435483772148e-18

84 u = -8.718579874757182 v = 2.7863663650572623e-18

85 u = -14.106958570987922 v = -1.7220691187148857e-18

86 u = -22.825538445745103 v = 1.064297246342377e-18

87 u = -36.93249701673302 v = -6.577718723725088e-19

88 u = -59.75803546247813 v = 4.065253739698684e-19

89 u = -96.69053247921116 v = -2.512464984026405e-19

90 u = -156.44856794168928 v = 1.55278875567228e-19

91 u = -253.13910042090043 v = -9.596762283541252e-20

92 u = -409.58766836258974 v = 5.93112527318155e-20

93 u = -662.7267687834901 v = -3.665637010359703e-20

94 u = -1072.3144371460799 v = 2.2654882628218473e-20

95 u = -1735.04120592957 v = -1.4001487475378565e-20
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96 u = -2807.35564307565 v = 8.65339515283991e-21

97 u = -4542.396849005219 v = -5.348092322538656e-21

98 u = -7349.752492080869 v = 3.3053028303012553e-21

99 u = -11892.14934108609 v = -2.0427894922374018e-21

Il semble que la suite 𝑢 pourrait bien tendre vers −∞, alors que la suite 𝑣
semble converger vers 0.

2. 2.1) Il est clair que pour tout 𝑛, 𝑣𝑛 = 𝑞𝑛. La suite 𝑢 vérifie une récurrence linéaire
à deux pas, la méthode vue dans le cours de mathématique nous donne qu’il

existe deux réels 𝑎 et 𝑏 tel que pour tout 𝑛, 𝑢𝑛 = 𝑎(
1+√5

2
)
𝑛

+𝑏(
1−√5

2
)
𝑛

,

les valeurs 𝑢0 = 1 et 𝑢1 = 𝑞 entraînent 𝑎 = 0 et 𝑏 = 1, c’est à dire 𝑢𝑛 = 𝑞𝑛. On
remarque donc que les suites𝑢 et 𝑣 sont égales, ce qui ne semblait pas du tout
le cas avec la simulation numérique!

2.2) Lorsqu’on regarde de plus prés les valeurs successives calculées, on s’aper-
çoit que 𝑢40 est négatif comme 𝑢39, alors que 𝑣40 est positif (ce qui est normal
puisque𝑞 < 0). À partir de là, les termes calculés de la suite𝑢, sont tous néga-
tifs et se cumulent. Leproblèmeest quedans lamachine, la valeur codéede𝑢1
n’est pas exactement𝑞, mais une valeur approchée �̃�, et avec𝑢1 = �̃�, le coeffi-

cient 𝑎 devant (
1+√5

2
)
𝑛

=
1

|𝑞|𝑛
dans l’expression de𝑢𝑛 (coefficient qui vaut

théoriquement 0), n’est pas nul, et comme
1

|𝑞|𝑛
→+∞, cela peut expliquer le

comportement de 𝑢 d’un point de vue numérique.
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