LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES A COEFFICIENTS
CONSTANTS EN PHYSIQUE & CHIMIE

+ Pourquoi les équations différentielles ?

On les retrouve dans tous les

domaines de la physique :

- Enmécanique, par application du PFD ou 2°™ loi de Newton.

En électricité, dans les régimes transitoires, par application des lois de Kirchhoff.
En thermodynamique, dans les phénomenes de conduction de la chaleur.
En induction électromagnétique.
En cinétique chimique, pour déterminer 1’ordre d’une réaction chimique.

+ Forme générale d’une équation différentielle a coefficients constants d’ordre n :
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+ax(t) = f(1)

+ Solution générale :

La solution est de la forme : |

x(t) = xp(t) + xp(t) ;

v" Mathématiguement

ou les a; sont des constantes.

e xp(t) est la solution homogeéne de 1’équation sans second membre. Elle dépend de n
constantes d’intégration pour une équation d’ordre n.
e xp(t) est une solution particuliere de 1’équation avec second membre. Elle est de la forme
du second membre et satisfait a I’équation différentielle.

v" Physigquement :

e x(t) correspond au régime transitoire.
e xp(t) correspond au régime libre. Elle tend vers 0 pour t > 5t ou 1 est le temps de

relaxation du syst

eme.

e xp(t) correspond au régime forcé ou permanent.

IRégime transitoire = Régime libre + Régime forcé

Pour t > 57, le régime transitoire laisse place au régime force.

# Solution générale d’une équation du 1° ordre de la forme :

Forme canonique

dx X
:—+-=cste|
dt T

Solution homogéne

(1) = Aexp(= )

Solution particuliere : x,, = cste ; La déterminer entiérement.
Solution générale : x(t) = x,(t) + x, = Aexp(— f) + xp ;

Déterminer A grace a une condition initiale.
ATTENTION AUX PROBLEMES DE CONTINUITES EN ELECTRICITE !!

L'équation écrite sous cette forme fait apparaitre t la constante de temps du systéme, dans le cas
des systemes du premier ordre ; C'est aussi le temps de relaxation du systéme.

+ Solution générale d’une équation du 2" ordre de la forme :

Forme canonique

_d*’x  wq dx

" dt? dt

wtowt w3 x(t) = cste|;

Meéthode de résolution :
A cette equation, on assoc

ie [’équation caractéristique '

2
emrimi JA— @0 2 _ , 201
Alors Discriminant | A= rE 4wy = wg (E —4).
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v 1* cas : Cas du régime pseudopériodique : A<0:

: o L GF-A wo , . VA .
Racines complexes de [’équation caractéristique . 1y, = — T T tj — =« +j0;
Puis  Solution homogene : x,(t) = exp (at)[Acos(Qt) + Bsin(Qt)]

ou x,(t) = D exp (at)cos (2t + @) ;
Solution particuliere : x, = cste ; La déterminer entierement.
Solution générale : lx(t) = x,(t) + x, = ex p(at) [Acos(Qt) + Bsin(Qt)] + x,
Déterminer A et B ou D et ¢ gréce a deux conditions initiales.
ATTENTION AUX PROBLEMES DE CONTINUITES EN ELECTRICITE !!

v’ 2®me cas: Cas du régime critique : A=0:

- o e 1
Racine double de 1’équation caractéristique : 1, = - (;)—OQ =—w,,carQ= >

Puis Solution homogeéne : x;, (t) = (At + B) exp(ryt) = (At + B) exp(— wyt) ;
Solution particuliere : x,, = cste ; La déterminer entierement.
Solution générale ‘: x(t) = x,(t) + x, = (At + B) exp(— wyt) + xpl ;
Déterminer A et B grace a deux conditions initiales.
ATTENTION AUX PROBLEMES DE CONTINUITES EN ELECTRICITE !!

v 3®Me cas : Cas du régime apériodique : A >0 :
. , ), . ;o . . %¢\/Z Wo wo |1 .
Racines reelles de [’équation caractéristique 11, = — = ——+ — 0 4,

7

2 20 2
Puis  Solution homogene : x,(t) = A exp(rit) + B ex p(r,t) ;
Solution particuliere : x,, = cste ; La déterminer entiérement.
Solution générale ‘: x(t) =x,(t) + x, = Aexp(ryt) + Bexp(rt) + x,
Déterminer A et B grace a deux conditions initiales.
ATTENTION AUX PROBLEMES DE CONTINUITES EN ELECTRICITE !!

+ Solution générale d’une équation du 2"% ordre sans amortissement :

Forme canonique |: % + w§ x(t) = cste|;
Solution homogeéne : x;,(t) = Acos(wyt) + B sin(wyt)

Solution particuliere : x,, = cste ; La déterminer entierement.

Solution générale : x(t) = x,(t) + x, = Acos(w,t) + Bsin(wet) + x, ;
Déterminer A et B grace a deux conditions initiales.

ATTENTION AUX PROBLEMES DE CONTINUITES EN ELECTRICITE I

+ Solution générale d’une équation mécanique du 2" ordre de la
forme :

2
Forme canonique |: % — w2 x(t) = cste |
On lui associe I’équation caractéristique : s* — wi = 0 ; Soit s = +w,

Solution générale : x(t) = AeStt + BeS2t = Ae®ot + Be~ @ot

Déterminer A et B grace a deux conditions initiales, 1’une sur la position et 1’autre sur
la vitesse.

Remarque : Dans ce cas, le syst¢tme mécanique n’oscille pas, mais la solution diverge :

}im x(t) = o0,
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