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Devoir a la maison n°1
CORRECTION

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

Exercice 1
On considere quatre ensembles A, B, C et D et des applications f: A— B, g: B—Cet h:C — D.

1. Supposons que g o f est injective.
Soient 1,z € A tels que f(x1) = f(x2).
Alors, on applique g : g(f(z1)) = g(f(z2)).
Comme g o f est injective, on a donc z; = .
Par conséquent, f est injective.

‘g o f injective => f injective. ‘

Supposons que g o f est surjective.

Soit y € C, comme g o f est surjective, il existe a € A tel que (go f)(a) =y.
Alors : y = g(f(a)). Notons z = f(a) € B
Alors g(z) = y.

Par conséquent, g est surjective.

‘g o f surjective = g surjective.

2. Supposons que f, g et h bijectives.
C’est un résultat du cours, la bijectivité est conservée par composition.
Donc go f et h o g sont bijectives.
Réciproquement, supposons que g o f et h o g bijectives.

Donc g o f est surjective, donc d’apres la question précédente : g est surjective.
Donc h o g est injective, donc d’apres la question précédente : g est injective.
Par conséquent, g est bijective. On note g~!, 'application réciproque.

Ensuite, h = (ho g) o g~! est bijective par composition de fonctions bijectives.
Et, f =g 1o (go f) est bijective par composition de fonctions bijectives.

‘ (go f et hog bijectives) <= f, g et h bijectives.




Exercice 2

2
Soit f : R — R définie par f : z — sz.
1+z
1. f(z) =y <= 22 =y(1+2?) < yz? —22+y = 0 A y fixé, il s’agit d’une équation polynomiale

de degré 2.

Son discriminant est A(y) = 4 — 4y? = 4(1 — y?).
Siy:%,alorsA:3>0

2+V3

et donc il y a deux racines a ’équation z; = 1

Ainsi f(z1) = f(x2) = %

:2+\/§etx2:2—\/§.

‘Donc f n’est pas injective. ‘

Siy=2alors A=-12<0
et donc il y a deux racines a ’équation f(z) = 2

‘Donc f n’est pas surjective. ‘

2. Deux méthodes.
— On peut reprendre A(y). y € f(R) ssi A(y) = 0.
Or A(y) = 4(1 —y?). Donc y € f(R) ssi 1 —y? > 0 < y?> < 1 «— y € [-1,1] Donc
F(R) = [~1,1
— On peut étudier les variations de f.
f est dérivable sur R et pour tout x € R,

x2) — 2x(2x — 222 - T
f’(x):2(1+ ) — 2z(2x) 2—-2 2(1 )(1+ )

(1+22)2 A+a222 (1+a2)?

() <0<z €] — o0, —1[U]1, +o0|

On a donc les variations suivantes :

T —0 -1 1 +00
() 0o + 0 -
f N 1 SN
oul'on a fait : lim f(z) = lim 1 =0
x—rFoo x—rFoo = + x

‘On a bien f(R) = [-1, 1]‘

3.z € f71([0,2]) = f(z) €]0,2[.
D’apres le tableau de variations, et en ajoutant le fait que f(0) = 0,
f(z) €0,2] si et seulement si z € [0, +o00]

[F7(l0.2) = Ry

4. On peut reprendre ’étude des variations, par exemple

g=1rf |‘[[:11 ’11]] est une bijection.




Exercice 3
Soient «, 5 € Rx.
On considere la suite (u,,) définie par récurence par :

1+ Un+1
Un

U =a, u =/ VneN, upg =

Les divisions suivantes ne posent aucun probleme puisque « et 3 sont non nuls.
Calculons les premiers termes :

Ug = «
up = f
u2: = —
U «
1 1+6
e Ltu2 Ty lta+p
’ uy B af
1+w
o 14+us af _l+ta+pB+af 1+«
! us 1+5 (1+5)8 B
1—%&
1+
Uy = 1hus _ B =a=u
5 us 71+Oé+67 -0
ap
w — 1+u5_1—|—a_ﬁ_u
6 = " T1xq PTw
B

On remarque que us = ug, ug = u1. Kt la suite est a deux termes.
Définissons, pour tout n € N,

1+ 1+a+ 1+«
P i Uy = aln=0[5]] + B[n=1[5]] + aﬂ[n = 2[5]] + of 6[71 = 35]] + 3 [n =
4[5]] >
- ( [ 0 siP(n) fausse ,
ott 'on a noté [P(n)] = { | si P(n) vraie (symbole d’Iverson)
— Le résultat est vraie pour n € {0,1,2,3,4,5,6}.
— Soit n € N. Supposons que Py, est vraie pour tout k € [n,n + 6].
Comme n+6 =n + 1[5] et n+ 5 =n[5], on & Upi = Unt1 €t Unts = Up.
Puis
w 71+un+671+un+17u
n+7 — Un+5 — Up, — Un42
Donc P,,+7 est également vraie.
Le résultat est démontrer par récurrence :
(up) est périodique de période de taille 5
1+ 1+a+ 1+
VneN, u, =a[n=0[5]] +B[n=1[5]] + Tﬁ[nz 2[5]] + Tﬁ[nES[SH + aﬁ [n = 4[5]]




Exercice 4
Onnote S, = Y jk.
1<j<k<n
On a alors

3
3

Les lettres k et j sont arbitraires :

1« +1) & 1 1
2};(1@%1@3):5”:”("2);1«+22k2—22k3

On simplifie, comme pour une équation :




