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Devoir a la maison n°2
CORRECTION

A. Relation trigonométrique

1. Soit @ # 0[x], on a donc bien sinf # 0 :

sin(40)  2sin(26) cos(26)  4sin6cosH(2cos® — 1)

sin 6 sin 6 sin 6

sin 46
sin 0

=8cos®0 — 4cosb

2. On fixe 6 € R avec 0 # O[n]. On note T = cos 6.

i 1)6

On note pour tout n € N, u,, = 78111(7? +1)

sin ¢

(a)

ind in 26
uo:s?n =1 u1:SI,n =2cosf = 2T
sin 0 sin§
Puis
in(30 in 26 cos 6 20sin0
Uy = sin(39) _ Sm2tcosf 4 cos2Usinb 2c0s?0 + (2cos?f — 1) = 4cos? 0 — 1

sin 6 sin 6

(b) Soit n € N*. On multiplie par sinf # 0 :

sin(f) X w41 = sin((n + 1)0)
sin(f) x u,—1 = sin((n — 1)0)

sin(né) cos(6) + cos(nb) sin(6)
sin(nf) cos() — cos(nh) sin(f)

Si on additionne ces deux lignes :
sin(0) X (up41 + up—1) = 2sin(nd) cos(f) = 2sin(h) X u,, X T

En divisant par sin # 0

’ Pour tout entier n € N*,| u, 41 = 2Tu, — up—1. ‘

B. Construction de la famille de polynéomes de Tchebychev de seconde espéce

1. Construction de (Uy,).
(a) Uy : 2+ 22U () — Up(x) =20 x 20 — 1 =422 — 1
Us :x— 2xUs(z) — Ur(z) = 22 x (422 — 1) — 22 = 823 — 4w
Uy : x> 22U3(x) — Us(z) = 22 x (823 — 4x) — (42 — 1) = 162* — 1222 + 1

Vo eR, Uy(zx) = 4a? — 1, Us(z) = 82° — 4z, Uy(z) = 162* — 12¢% + 1

(b) Nous allons démontrer le résultat par récurrence, & deux termes.
Posons, pour tout entier n € N, P, :
< U, est polynomiale de degré n de coefficient dominant 2™ et ayant la parité de n >
Avant de faire cette démonstration, notons formellement ’équivalence :

falaparité den <=V eR, f(—z) = (—-1)"f(z)

— Up : z — 1 est bien une fonction polynomiale de degré 0 de coefficient dominant 2™ = 1
et paire, comme 0

— Uy : 2+ 2z est bien une fonction polynomiale de degré 1 de coefficient dominant 2! = 2
et impaire, comme 1



— Soit n € N. Supposons que P,, et P, sont vraies.
U,, est polynomiale de degré n.
Un+1 est polynomiale de degré n + 1 de terme dominant 271,
donc x +— 22U, 41(x) est polynomiale de degré (n+1)+1=mn+2
de terme dominant 2 x 27+1 = 2n+2
Alors U, 42 est également polynomiale de degré (n+ 1) + 1 = n + 2 de terme dominant
2 x 2"+t = 2n%2 car le terme dominant de U,, n’interfere pas avec celui de U, 4.
Par ailleurs, pour tout € R, (en exploitant P,, et Pp,y1) :

Unsa(—2) = 2(=a)Uper(—a) — Up(—) = —20(=1)" Uy (2) — (~1)"T, ()
= (~1)"2[2aU, 41 () — Up (2)] car (—1)" = (~1)"+2
= (~1)" 20, s (x)

Ainsi Py, 4o est vérifiée.

‘V n € N, U, est une fonction polynomiale de degré n de coefficient dominant 2" et ayant la parité de n.

(c) Le plus simple est de formaliser ’écriture des coefficients de U,,.
On note donc, pour tout k < n, cx(U,), le coefficient de U,, situé devant 2* dans 1’écriture

polynomiale.

Ainsi, comme Uy : z + 162* — 1222 + 1, on a c3(Uy) = c1(Us) = 0, ca(Uy) = 16,
co(Uy) = —12 et ¢9(Uy) = 1...La relation de récurrence entre les polynémes (U,,) indique
que :

n+1 n
Vo eR, Unpa(@) =20Un1(2) = Un(x) =22 Y cx(Uns1)a’ = cx(Un)a*
k=0 k=0
n+1 n n+2 n
= Z QCk(Un+1)$k+l — Z ck(Un)xk = Z ZCh,l(UnH)xh — Z ck(Un)xk
k=0 k=0 h=1 k=0
h=k+1
n+2

= (2¢h—1(Ups1) — C}L(Un))xh

>
Il
—

ou l'on note que ¢,42(Uy,) = 0 car degU,, = n...
On peut alors identifier les coefficients :

| ck(Unta) = 2061 (Unsr) — ex(Un) |

On note alors, pour tout n € N, Q : «V k € [0,n], cx(U,) € Z >.
— ¢o(Up) = 1, donc Qp est vraie.
— ¢1(U1) =2 et ¢o(Uy) =0, donc Q; est vraie.
— Soit n € N. Supposons que Q,, et Q, 11 sont vraies.
Soit Kk < n+ 1.
Ck(Un-‘rQ) = 2Ck—1(Un+1) - Ck(Un) €z
—_————  ——
€Z—Qni1 €Z—Qn

Donc Q12 est vraie.
‘Tous les coefficients de U,, sont des entiers relatifs. ‘

2. Autre expression.

(a) On démontre, de nouveau, ce résultat par une récurrence double.
On commence par fixer § # 0[r].
Posons, pour tout n € N, H,, : < Uy (cosb) = u,, >
— Up(cos @) = 1 = ugy donc Hy est vraie.
— Ui(cos®) = cos = uy donc H; est vraie.
— Soit n € N. Supposons que H,, et H,+1 sont vraies.
D’apres la premiere partie

Upta = 2¢080upq1 — Uy, = 2c080U,41(cosf) — Uy (cos@) d’apres Hoyt1, Hn
= Up42(cosf)

Donc H,, 42 est vraie.
‘Pour tout n € N et tout 6 # 0[x] : Up(cosh) = u, ‘




- sin(n+1)% 0 S% n est impair
(b) Un(o) = Un(COS 5) = T = ]-{k | k50[4]}(n) — l{k | k52[4]}(n) = 1 sin= 0[4}
§ ~1 sin=2[4]

1= %in% cos @ et les fonctions polynomiales sont continues,
—

L . sin((n+1)0)
donc U, (1) = (}1_% U,(cosf) = gl_I}%) — g
Or f: 60— sin(n+ 1)8 et g : 0sinf ont une limite nulle en 0.
Elles sont derivables et f/(8) = —(n+1) cos(n+1)8 P —(n+1), ¢’'(0) = — cos(d) P -1
— —
On peut appliquer la regle de Lhospital :

sin((n + 1)0) . f@9)

fig SR DO _ e Oy, —nt1
AN 00 g@) om0 g@) T
U,(1)=n+1

—1 = lim cos @ et les fonctions polynomiales sont continues,

00—
i 1
done U (—1) = lim Uy (cos ) = lim S+ 1)0)
o 0—m sin 0
Or f:0—sin(n+ 1)8 et g : 0sin6 ont une limite nulle en 7.
Et f'(6) = —(n+ 1) cos(n+1)8 P —(n+1)(=1)"*L, ¢’ (8) = —cos() P4 1
—T —TT

On peut appliquer la régle de Lhospital :
. !/
SOV SO PO

6—0 sin @ - gl—% g(0) 650 g'(9) B

(U, (1) = (-1)"(n + 1)

(On aurait pu également exploiter la (im)parité de U,).

(c) Soit x €] —1,1], on a vu que 1 et —1 n’étaient jamais racine de U,,.
On a donc les équivalences (en posant § = arccosx et donc 6 # 0[x]) :

x est une racine de U,, <= U,(cosf) =0
<~ sin((n+1)8) =0 <= (n+ 1) = 0[r]
T
n+1

—0=0

Comme il ne faut pas tenir compte des situations 8 = 0[], on trouve n racines distinctes :

km
T = COS
k n+1

pour k € [1,n].

Il s’agit uniquement des racines localisées dans | — 1,1[, mais Uy, de degré n, ne peut ad-
mettre d’autres racines.

Z(U,) = {xk = cos nL—Z—TI’ pour k € [[1,n]]}

(d) On suppose n > 2, montrer que U], admet (n — 1) racines réelles distinctes. Les déterminer

C. Propriétés différentielle

1. Intégrale
(a) Soient n,m € N, deux entiers distincts. On rappelle la formule du cours : pour tout t € R,

sin(nt) sin(mt) = % cos((n — m)t) — cos((n + m)t).

s s 1
/0 cos(nt) cos(mt)dt = /0 3 cos((n —m)t) — cos((n + m)t)dt

™

n—m#0 0
= ——(sin(n — m)w —sin0) — (sin((n 4+ m)m) —sin0) =0

2(n —m) 2(n+m)

YV n#m, / cos(nt) cos(mt)dt =0
0




(b) Soient m,n € N.
La fonction ¢ : [0, 7] — [~1,1], 6 +— cos @ est de classe C! sur [0, 7].
On peut donc faire le changement de variable t = cosf = ¢(0), on a alors dt = sin #d6.
Puis, comme /1 — 2 = /1 — cos2 = Vsin?# = |sinf| = sin@ (car § € [0, 7], on a

1 T
/ Un()Un(6)V1 —t2dt = / U (cos 0)Upy, (cosf) sin @ x sin 0d6
-1 0
= / sin((n + 1)0) sin((m + 1)0)dé
0
Le cas n # m a été étudié a la question précédente.
Pour n =m, on a

/W sin?((n+1)0)d6 — /ﬂ % (1 = cos(2n + 2)0)) d6

0 1 ) oo

= |:2 — m Sln(2n + 2)8):| . = 5
U U ()T —2at={ O sinZm
. n m % sin=m

2. Equation différentielle

(a) Soit n € N. Notons ,, — sin @ x U, (cos ) = sin((n + 1)0).
Par composition, cette fonction est dérivable et pour tout 6 € R,

P! (0) = cos x Uy (cosf) — sin? @ x U/ (cos0) = (n + 1) cos((n + 1)6)

n

(On rappelle que (fog) =g x f og).
Par composition, cette fonction est dérivable et pour tout 6 € R,

YI'(0) = —sinf x U,(cosf) —sinfcosd x U’ (cosh) — 2sinf cos O x U/, (cos ) + sin® § x U (cos 0)
= —sinf x Uy, (cosf) — 3sinfcosd x U’ (cosh) +sin® @ x U (cos§) = —(n + 1)?sin((n + 1)0)

Pour 6 €]0, 7[, comme sin((n 4 1)8) = sin @ x U, (cos @), en simplifiant par sin§(#£ 0) :
—U,(cosf) — 3cos QU (cos 0) + sin® @ x U/ (cos0) = —(n + 1)?U,,(cos §)
Et donc pour tout x €] — 1, 1], avec # = arccosx donc cos = et sin?f =1 — 2?2 :

—Up(x) = 32U (x) + (1 — ) x U'(x) = —(n + 1)*U,(z)

Donc
[(n+1)2 =1 U, (x) — 32U (z) + (1 — 2®)U" () =0
————

=n242n

’V €] —1,1[, U, est solution de n(n +2)y — 3zy’ + (1 —2%)y” =0

(b) On fixe n € N. On note a, = ¢;(Uy,). Pour tout z € R, U, (x) = Zakmk.
k=0

n n
Les dérivations donnent : U}, (z) = Z kapa®~1 et U’ (z) = k(k — Dagz®2.
k=0 k=0
On a donc pour tout = €] — 1,1 :
n n n n
n(n + 2) Z apz® — 3z Z kapa®1 + Z E(k —1)apz®? — 22 Z k(k—Dagz*2=0
k=0 k=0 k=0 k=0

n(n + 2) Zakxk - 32 kapaz® + Zk(k — Dagz"2 - Z k(k —1)apz® =0
k=0 k=0 k=0 k=0

On aurait envie de tout rassembler sous une méme somme, puis factoriser par =¥, ce n’est pas
possible pour la troisieme somme. On commence donc finalement par faire un changement
de variables dans cette somme (h = k — 2)

On a donc pour tout = €] — 1,1 :

n—2 n

n(n + 2) Z apz™ —3 Z ha + Z(h +2)(h + ap 22" — Z h(h —1)apz" =0

h=0 k=0 h=0 k=0



n—2

> In(n+ 2)an — 3han + (h +2)(h + Danss — h(h — Dapla”
h=0

+ [n(n+2)ap—1 —3(n—1)ap—1 — (n —1)(n — 2)ap_1] + [n(n + 2)a, — 3na, — n(n — 1)a, =0

h=n—1 h=n

L’écriture polynomiale est unique, on peut identifier (ici, il y a une infinité de racines : tous
les nombres de | — 1,1[) :

Vhelo,n—-2], n(n+2)ay—3hay,+ (h+2)(h+1)apt2 —h(h—1)ap =0
= [n(n+2)—3h—h(h—1)ap+ (h+2)(h+1)ap+2 =0
n(n+2)=3n—-1)—(n—1)(n—2)]an—1
=nn+2)—(n-1)0B+n-2)a,_1=[n*+2n-n?+1a,_1 =0

= ap_1 =0
[n(n+ 2)a, — 3na, —n(n—1)]a, =[n(n+2—-3—-n+1)a, =0
(logique)
Finalement, on n’a pas de condition sur a, (mais on sait déja que a, = 2"), on trouve

ap—1 = 0 et une relation de récurrence :

(k+2)(k+1) (k+2)(k+1)
—2 = =
VHOm =2L e = e R T G — )kt 1 2)

On a alors

(h—1)h
(h—n—2)(h+n)

Y hel[2,n], ap-2= an

On a alors pour tout p tel que n —2p >0 :

h=n—2p+2
4y = (n—2p+1)(n—2p+2) s 2:(n—2p+1)(n—2p+2)...(n_1)na
n—2p (n—2p—n)(n—2p—+n+2) =22 (=2p)2(n—p+1)---(=2)(2n) "
Ap—2(p—1)
n!
_ (77/—2]9)' n_ (_1\p (nip)' n—2p _ (_1\p p n—2p
- (—1)p22pp1( n! )'2 = p!(n—2p)!2 = (n—p>2
n—p)!

On a donc, pour tout entier n € N : Uy, : x Z (—l)p( b )2”_2”1‘"_2”
n—p
0<p< 5




