Lycée Pierre de Fermat 2021/2022
MPSI Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°2

Sujet donné le mercredi 13 octobre 2021, 3h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements
et I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

Exercice 1 (adapté du Concours Général 1989) /14

.1. Soient a € Rj_ et k£ un entier naturel tel que k > 2.

1
E—1)%
(a) Posons A\, = Q Comparer A\ga et al"k.
ak

(b) Etudier les variations de la fonction f; définie pour tout A réel strictement positif par

1
fk(/\) = la+ W

et en déduire que

el

1
<)\CL+W

(c) L’inégalité ci-dessus démontrée pour k > 2 est-elle également valide pour k =17

YA €]0, +oof , a'”

2. Soient n € N* et (a1,...,a,) € (R})".
n n 1
Posons S = Zak et T = Za,t k,
k=1 k=1

(a) Soit A > 0. Montrer que
1
2\k—1

T<AS+)
k=1

(b) En déduire que,
A

VA €]1, 40, T<)\S+ﬁ

, A
(c) Etudier les variations de la fonction g définie pour tout A €]1, 400 par g(A) = AS + o1 puis en déduire
une inégalité reliant V'S et VT.



PROBLEME : ALGORITHMES

Le but de cet exercice est d’étudier un algorithme d’approximation de Inz (avec z > 1).
On utilisera les deux fonctions dont les expressions analytiques sont données par :

2 2
T(x)

¢ —1 - —1
z2+1 (z) 2z

On admettra les trois résultats suivants (comparables aux résultats sur les fonctions vus au lycée) :

- si (ap) est une suite croissante et majorée par M € R, alors (ay) est convergente et lim(a,) < M,

- si (ay,) converge vers £ et f est continue en ¢, alors (f(a,)) converge vers f(¢),

)
a
- si (ay,,) converge vers £ et (by,) converge vers m # 0, alors (b—n) converge vers —,
n m
- )

n

i (a,) converge vers {1 et vers lo, alors ¢1 = {2 (on parle de I'unicité de la limite d’une suite sous réserve d’existence).

I Etude des fonctions T et S. Inégalités /15

I.1. Donner les ensembles de définition de T" et S.

1.2. Etudier les branches infinies de Cr et Cg, les courbes représentatives de T et S respectivement. Le cas échéant,
on précisera les positions relatives courbe/asymptote.

1.3. Etudier les variations de T et S.
On terminera chaque étude par un tableau de variations complet.
I.4. Démontrer que, pour z > 1 : T(x) < 2T(v/z) et 2S(v/z) < S(x).

On définit les fonctions f et g sur RY par f(z) =Ilnz —T(x) et g(z) = S(z) —Inz.
(x+1)%(z — 1)? .
e
z (22 +1)°
En déduire les variations de f et g sur |0; +oc].
Etablir que, pour tout z > 1, 0 < T'(x) < Inzx < S(x).
Quelles sont les inégalités obtenues pour z €]0,1[?

I.5. Montrer que pour tout x > 0, f'(z) =

[.6. Tracer sur un méme graphique les courbes Cr et Cg, ainsi que y = Inx.

II Etude d’un algorithme qui converge vers Inx /16

Dans cette partie, on désigne par x un réel strictement supérieur a 1.
Enfin, on note (u,) la suite définie par ug = z et la relation de récurrence : V n € N, up11 = /tn.
I1.1. On pose pour tout n € N, v, = In(uy).
Montrer que (vy,) est une suite géométrique dont on préciser la raison, le premier terme et la limite.
En déduire, pour tout n € N, une expression explicite de u, en fonction de n et z. Quelle est la limite de (uy)?

n
I1.2. Montrer que pour tout n € N, H up = 222",

k=0

On définit les deux suites (73,) et (Sy,) par : Vn € N, T;, = 2"T(u,,) et S, = 2"S(uy,).
I1.3. Déduire de la partie ?7 les variations des suites (1},) et (Sy).
Montrer également que pour tout entier n, T, < Ilnx < S,

I1.4. En déduire que (T,) est une suite convergente.
On admettra qu’il en est de méme de la suite (S,). On note t = lim(7},) et s = lim(S,,).

I1.5. En utilisant la question 77?7, comparer t, Inx et s.

2
1
11.6. Montrer que V n € N, Sn T )
T, 2up,

En étudiant la limite de cette suite, trouver une relation entre s et t.

Que vient-on de démontrer ?

On pose nour tout entier n e N (. = =™



I1.7. Montrer que pour tout entier n € N :

1+C,
(1) Cpy1 = 9

Sn Sn+1
Thi1 = .
(3) Th1 Coit

I1.8. Ecrire une fonction python log_app(x, p) qui prend en argument un réel x > 1 et un entier p, utilise les trois
relations (1), (2), (3) et renvoie la liste constituée des deux éléments que sont
— la plus petite valeur de 'entier n telle que : S, — T, < 1077,
— la valeur approchée par exceés de In z ainsi obtenue.

2) Spy1 =
()S+1 CnJrl

ITI Trigonométrie /12

On reprend les mémes suites :

1 + Cn Sn Sn+1
W= @Susgl @hesgh
avec pour valeur initiale respectivement Cy, Sy et Tg tels que Cy = ?0 et 0 < Sy < Tp.
0

III.1. Montrer qu’il existe 8 € }0, ;T} tel que Cy = cos .

0
III.2. Montrer que pour tout n € N, (), = cos —

n’
28 6 48, 0
II1.3. (a) Montrer que S; = sinOH sin 5 et So = sin(; sin T

(b) Conjecturer puis démontrer des expressions de S, et T}, en fonction 6, 2", Sy et des fonctions trigonométriques
bien connues.

Sp arccos Cy

\/1-—C?

I11.4. En déduire que (S,) et (1) convergent toutes les deux vers

n
On note pour tout entier n, W,, = H Ch.
k=1
So
%
II1.6. En déduire que (W,,) converge. Quelle est sa limite ?

II1.7. En déduire la formule de VIETE :

T V2 \/2 2V 2 2

ITL.5. Montrer que Vn €N, W, =

N | —
N | —
[\
[\



Correction.

Exercice 1 (adapté du Concours Général 1989)

/14

.1. Soient a € Ri et k un entier naturel tel que k > 2.

(a) Posons \; =

(k- 1)%

1
ak

1
. Comparer \,a et a'~F.

1
Par hypothese, & > 2 donc (k — 1) > 1 donc en prenant la puissance z > 0, par croissance de la fonction

¢ ¢% sur R% (k:—l)% > 1% = 1 si bien que

(k—1)%

a

Ap = >

==
Q
|

d’oti, aprés multiplication par a > 0 (ce qui préserve le sens des inégalités),

1
A\wa > a' "%

/1,5

Etudier les variations de la fonction f; définie pour tout A réel strictement positif par

feN) = A+ 5

et en déduire que

Sl

VA €]0, +oo[ , a'TF < ha+

Ak—l

* A+ Aa est une fonction affine sur ]0, +oo[ donc dérivable sur ]0, 4+o0],
* X+ M7F est dérivable sur ]0, 4+-00[ en tant que fonction puissance entiére,
donc la fonction fi est dérivable sur |0, +o00[ (combinaison linéaire de fonctions dérivables sur |0, 4+o00[).

/1

k—1
VA 6]07+OO[ ) fllﬂ()\) =a-= \F
Soit A €]0, 4-o0].
k—1
(AN =0 <= a= G
k—1 /0,5
— N=
a
_1 %
— )\:(k )k:)\k
a

car t — t* est une bijection de R* sur RY
On résout de méme

(A <0 <= A< X\ et f1(A) >0 = A> X\
d’ou le tableau des variations de fy :
A 0 Ak +0oo
BT - 0+ n
|
fo 1IN /"
I fr (M)
On en déduit que
or, en utilisant I'inégalité établie dans la premiére question
1 _1
fe(Ak) = Apa + T > \a . a' "k
Rk,—/ quest. 1



/15

Ainsi, VA €]0, +00[ , Aa+ > al 7%,

/\kl

(c) L’inégalité ci-dessus démontrée pour k > 2 est-elle également valide pour k =17

Soit A €]0, +00] fixé quelconque.

1
Pour k = 1, observons que a'~ T=ad=1et que Aa + —— P =Xa+1>1=4d" (car Aa > 0)

=

donc a' 71 < ha + N

donc I'inégalité est également vraie pour k = 1. /1,5
Ainsi, VA €]0, 00| , al"T < ha+ =T
2. Soient n € N* et (ai,...,a,) € (R})".

n n 1

Posons S = Zak et T = Zak k
k=1 k=1
(a) Soit A > 0. Montrer que
n
1
TSNS+ v (2)
k=1

Soit A > 0 fixé quelconque.
* Soit k € [2,n] fixé quelconque.
Appliquons I'inégalité (??) établie précédemment pour
— k < k (autorisé car k > 2),
— a + ag, (autorisé car a; > 0),

d’ou
1-1 1
a, © < Aag + N1 (3)
* pour k = 1, nous avons vu dans que 'inégalité (?7?) est encore vraie ce qui permet de I’appliquer pour
a<ai:
1-1 1
al ! < )\al + F (4)
Sommons 'inégalité (??) (cas k = 1) et les n — 1 inégalités (??) (cas k € [2,n]) pour obtenir /1,5
o1 n
St ey (i) AL s Y g
k=1 k=1
1
. . *
Ainsi, VA € RY, T'<AS + Z T
k=1
(b) En déduire que,
A
VA €|l + T <A+ ——
€J1, +oof + 37

Soit A €]1, +o00[ fixé quelconque.
Reprenons la somme dans le terme de droite de I'inégalité obtenue dans la question précédente : il s’agit de

1
la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison X et de premier terme 1,

1
or A > 1 donc N # 1 si bien que nous pouvons appliquer la formule habituelle :

S R €)M T S S P s
P U e P Y S T
- A



Ainsi, en utilisant cette inégalité stricte dans I'inégalité (?7), on obtient

VA €]l +oo

A
T <A _—
< S+A—1

Etudier les variations de la fonction g définie pour tout A €]1, +oo[ par g(\) =
une inégalité reliant V'S et VT.

A
=AS+ o1 puis en déduire

* A= AS est une fonction affine sur |1, +oo[ donc dérivable sur |1, +ool,

* A=

fonction dérivable sur ]1, 400 qui ne s’annule pas,

est dérivable sur |1, +o0[ en tant que quotient d’une fonction dérivable sur |1, +oo[ par une

donc la fonction g est dérivable sur |1, +oo[ (combinaison linéaire de fonctions dérivables sur |1, +00]).

A—1)—2A 1
VA €]l ") = (7 Y <
€]7+OO[79( ) S+ ()\_1)2 S ()\_1)2
Soit A €]1, 400].
1
') >0 = S>> —
gA)> e 1)
— V5> 1] car /- est strictement croissante
1
< \/§>ﬁ>0 car)\€]1,+oo[
1
= A-1> 75 (fonction inverse strict. décroissante sur |0, +o00[)
1
= A>14+—=
V'S
On résout de méme
1
'N) <0 <= A<1+—= et ') =0 <= A=1+—
g (N 75 g (A
d’ou le tableau des variations de ¢ :
1
A 1 1+ — 400
/ \/g
g = 0 +
|
g9 |1 X e
1+ >
I s ( NG
On en déduit que
1

or

o(1+ )= (1+ ) s+

Particularisons pour A < 1 +

précédente :

VS

WA €)1, ool L g(N) > g (1 4

1+ 2
1+ -1

V5

)

(H;g)(sw@):s

(autorisé car cette valeur est > 1) la majoration établie dans la question

(14 35)

T<g<1+\1FS>

()

En prenant I'image par la racine carrée (fonction strictement croissante),

f<f(1+> V541

VS

Ainsi, VT < VS + 1.

PROBLEME : ALGORITHMES

/2

/2



I Etude des fonctions 7' et S. Inégalités /15

I.1. Donner les ensembles de définition de T et S

Aucun probléme de définition pour 1" car son dénominateur ne s’annule jamais.
Celui de S s’annule uniquement en 0. /1,5

I Dr=R Ds=R"

1.2. Etudier les branches infinies de Cr et Cg, les courbes représentatives de T' et S respectivement. Le cas échéant,
on précisera les positions relatives courbe/asymptote.

OCT:
?—1_1-3 - 1 1
T(w):x2+1:1+z%x_?ool (carlorsque:c—>ioo,0<1—?<1+ﬁ)
Donc /1

Cr admet en +00 et —oo une asymptote horizontale d’équation y = 1 et la courbe est en-dessous de son asymptote. ‘

o Cq:
2
- —1
S(x) = — —
(iL‘) 2r -0t >
2
z—1
S(x) = — 400
( ) 2x z—0~
/1
Cs admet en 0 une asymptote verticale d’équation x = 0.
2 1
S(z) = 5y =g I_ﬁooioo
S 2.1 1-4% 1
(1’) _ € _ a2 —y =
x 2x2 2 x—too 2
1 22 —1—22 —1 07 siz— —o0
S)—-ce=—7—=— _
2x 20 =400 | 07 siax — +oo
Donc /1
. , . 1
Cs admet en —oo une asymptote oblique d’équation y = 3% et Cg est au-dessus de 'asymptote,
. , . 1
Cs admet en +oo une asymptote oblique d’équation y = 53: et Cg est en-dessous de 'asymptote.
I.3. Etudier les variations de T et S.
On terminera chaque étude par un tableau de variations complet.
T et S sont des fractions rationnelles, dérivables sur leur ensemble de définition.
Pour tout z € R,
() = 22(2? +1) — 2x(2? — 1) A
(1+22)2 (14 22)2
/1
T(z2) >0+ x>0
-1

Pour tout z € R,

S,(x):2a:><2x—2(x2—1) :2x2—|—2:m2+1

>0
(2x)? 422 222

Yer v v T T Tvcwgar A vt ot T 12 A O e T it 242 Tl Ao T oivamcdt s o 2 Vot~ o /1




I.4.

L.5.

T —00 0 400 T —00 0 400
T () - 0 + S'(x) + I +
1 1 +oo | +o0
T hY / S / | S
-1 —00 || —o0
Démontrer que, pour z > 1 : T'(z) < 2T (/) et 25(v/z) < S(z).
Pour tout x > 1 :
=22 4+2r—1=—(1—12)?
22—-1 2z—-1) (z—-Dx+1)2?-2x-1(*+1) (z—-1) (2*+22+1-222-2)

T(2)-2T(v/2)

T 2241 z+1 (x+1)(x2+1)

donc
(1—x)?

T(z) =21 (Vo) = (z+ (@2 +1)

<0

(x+1)(z2+1)

car 1 — x < 0 et 'exposant est impair.

(e - 1)(Va - 1)

r—1 22-1 x-1
28(va) = () = T~ T = T (2w 1) =

2z

<0 carx—120

Pour tout # > 1: T'(z) < 2T(v/z) et 25(v/x) < S(x).

On définit les fonctions f et g sur RY par f(z) =Inz —T(x) et g(
(x+1)%(x —1)2
z(x2 +1)°

En déduire les variations de f et g sur ]0; 4-o00].
Etablir que, pour tout = > 1, 0 > T'(z) > Inz > S(z).
Quelles sont les inégalités obtenues sur |0, 1] ?

Montrer que pour tout x > 0, f'(x) =

" E

En tant que combinaisons linéaires de fonctions dérivables, f et g sont dérivables sur R’ .

Pour tout z > 0 :

1 1 4x

_ 1+ 222 + 2% — 422

(2 -

1)2

f_T’(x) ==

T T

f'(x) Q+222  z(1
1 2241 1

+ 22)?

Cx(1422)?

?—2x+1  (x—1)>

g(@) = 5') ~ =

On a donc pour tout = > 0, f'(z) > 0 et ¢'(z) > 0.

212 x

222

Les fonctions f et g sont croissantes sur R .

Puis comme f(1) =In1—-7(1)=0et g(1) = S(1)

222

—1In1=0, on a donc (7" croissante sur R ) :

flz)2f(1)=0 = Inz>T(x)

Ve>1,8 g(z)=> f(1)=0 = Inz<S(x)

Tx)>2T(1)=0 = T(z) >0

flz) < f(1)=0 = Inz<T(x)

Ve<1, g(z) < f(1)=0 = Inz > S(x)

T(z) <T(1)=0 = S(x)>0
Ve>1:0<T(x)<lnz<S(x) Vwél:S(w)élnxéT(x)éO‘

[.6. Tracer sur un méme graphique les courbes Cr et Cg, ainsi que y = Inx.

Voir la figure 77.

/1.5

/15

/1

/1,5

/3



F1GURE 1 — Graphes des fonctions S, T' et In.

II Etude d’un algorithme qui converge vers Inz /16

Dans cette partie, on désigne par x un réel strictement supérieur a 1.
Enfin, on note (u,) la suite définie par ug = z et la relation de récurrence : V n € N, up11 = /un.

II.1. On pose pour tout n € N, v, = In(uy,).
Montrer que (vy,) est une suite géométrique dont on préciser la raison, le premier terme et la limite.
En déduire, pour tout n € N, une expression explicite de u, en fonction de n et z. Quelle est la limite de (uy,)?

Inu 1
Pour tout n € N, vp11 = In(upy1) = InVu, = Tn = 5Un; /1
. e . 1 . Inz
donc la suite v est géométrique de raison 3 et de premier terme vg =Ilnzx : Vn € N, v, = o
Sachant que, pour tout n € N, par définition, v, = Inu, <= u, = e"", /1
Inx n
Vn € N, un:expz—n =21/?",
. Inz . . .
lim —— =0 et lime" =1 donc, par composition des limites, /0,5
n—+oo 2N t—0
li =1.
i,
n
I1.2. Montrer que pour tout n € N, H up = 222",



Soit n € N fixé.
Utilisons la propriété de morphisme de ’exponentielle :

Huk:He”/ = exp 227 = exp lnxzz—k = exp ln:c1_72l =z FT — g2 (1/2)
k=0 k=0 k=0 k=0 2
/1,5

n
Ainsi,pour tout n € N, H up = p2~ /2",

k=0

On définit les deux suites (73,) et (Sy,) par : Vn € N, T}, = 2"T(u,,) et S, = 2"S(uy,).

II.3.

I1.4.

IL.5.

Déduire de la partie 77 les variations des suites (1),) et (Sy).
Montrer également que pour tout entier n, T, < Inx < .5,.

Soit n € N fixé quelconque.

nx

Appliquons les inégalités de la question ?? pour x < u, (ce qui est autorisé car z > 1 = o > 0= u, =
Inx

e >1):

T(w,) <2T(Vim) et 28(v/im) < S(un)

ce qui donne, apres multiplication par 2™ et utilisation de la relation /u, = up+1,

T = 2"T(up) < 2" "' T (ups1) = Tnrr et Spa1 = 2" S (upa1) < 2"S(upn) = Sy,

‘Ainsi, (T},) est croissante et (S,,) est décroissante. ‘ /1,5

Inx
Appliquons de méme 'encadrement de la question ?? pour x < u, (ce qui est autorisé car z > 1 = o >0=
Inz
up, =e2" >=1):

n 1
T(up) < Inuy, < S(up) d’ou, puisque u, = /2" T(up) < o < S(up)

d’ou, apreés multiplication par 2",

T, =2"T(uy,) < Inz < 2"S(u,) =S,

‘Ainsi, Vn e N, TnglnxéSn.‘ /1,5

En déduire que (7},) est une suite convergente.
On admettra qu’il en est de méme de la suite (Sy,). On note t = lim(7},) et s = lim(S,,).

D’apres la question précédente, la suite (7,) est
* croissante,
* majorée par Inx, /1
‘donc la suite (T,,) est convergente.

En utilisant la question 77, comparer ¢, Inx et s.

Reprenons ’encadrement établi dans la question 77 :
VneN, T, <lnx <5,

Les 3 membres de cet encadrement convergent respectivement vers ¢, Inx (la suite est constante!) et s donc, en
passant a la limite successivement sur les deux inégalités, on obtient t < Inz et Inz < s. /1,5
Ainsi, t <Ilnx < s.




11.6. Montrer que V n € N, & =

u2 +1
T, 2u,
En étudiant la limite de cette suite, trouver une relation entre s et t.

Que vient-on de démontrer ?

Soit n € N fixé quelconque.

2
Sn 2"S(un)  S(un) s ui+1

Tn  27T(up) T(up) =L 2,

uZ+1
S, 241
Ainsi,VnEN,TZ:ug; . /1

S, 241 1+1
D’apres la question 77, la suite (u,) converge vers 1 donc la suite (n) By converge vers R 1
Tn 2un 2x1

Par ailleurs, en tant que quotient de la suite (S,,) qui converge vers s par la suite (7},) qui converge vers ¢ et
sachant que t # 0 (car (7,) est croissante donc en passant & la limite sur I'inégalité Ty < T),, Tp < t, or x > 1

72
donc Ty = T'(x) =

-1 Sh, s
——— >0 dout > 0), la suite | — | converge vers —.
241 ), <Tn) & 13

s
Par unicité de la limite, 1 = n donc s = t,
or nous avons prouvé dans la question ?? que t < Ilnz < s, /1,5
’donc SZt:hll‘.‘

On pose pour tout entier n € N, C}, = T

n

n

I1.7. Montrer que pour tout entier n € N :

1+ Cn Sn SnJrl
1) Cpy1 = 2) Spa1 = 3) Thy1 = .
( ) n+1 2 ( ) n+1 Crr ( ) n+1 Crtt
Soit n € N fixé quelconque.
D’une part,
n—1
o Sp1 2"TS(Vun) NG Cup+1
n+l — Tn+1 - 2n+1T( ﬁun) - Z:I—% - 9 ﬁun
S,
D’autre part, en reprenant le calcul de C,, = T—n effectué dans la question ?7,

n

/

14+C 1 241 2 4 2y + 1 1)2 1 1
+ n:\/(H“n+ >:\/“n+ Un + :w%ﬁ Pl U _unt 1 g déf. done 14w, > 0.

2 2, 4uy, 4y, 2/Un  2y/Un
1+C
Par conséquent, Cp, 11 = +2 . /1,5

Par définition,

-1 Uy — 1
S, 4 =2"lg( ) = ontiin —on-n

or, en reprenant l'expression de C), 11 obtenue ci-dessus,

2-1 n—1)(un+1
Sn  2S(uy) 20t gl Plmtl pitn =1 o e utin =1
C T untl T uptl T Un+1 = o Up = 7
. Sn

Par conséquent, S, = .

Cn—i—l
, .. o Sn+1

Par définition, C,41 = , /1,5

Tn+1

Sn+1
donc Ty 41 = nt

C'n—‘,-l




I1.8. Ecrire une fonction python log_app(x, p) qui prend en argument un réel x > 1 et un entier p, utilise les trois

relations (1), (2), (3) et renvoie la liste constituée des deux éléments que sont
— la plus petite valeur de 'entier n telle que : S,, — T, < 1077,
— la valeur approchée par excés de In z ainsi obtenue.

ITI Trigonométrie /12

On reprend les mémes suites :

(1) Cn—l—l -

1+C,
2

Sn
Cn+1

Sn+1
Cn—i—l

(2) Snt1= (3) T =

avec pour valeur initiale respectivement Cy, Sy et Ty tels que Cy = ?0 et 0 < Sy < Tp.

IIL.1.

II1.2.

2
II1.3. (a) Montrer que S; = S,ﬁ sin - et Sy =

0

Montrer qu’il existe 6 € }0, ;r} tel que Cy = cos¥.

S

Notons que 0 < Sy < Tp, done Cy = TO € [0,1].
0
Posons tout simplement 6 = arccos Cy.

Cela est possible car Cj € [0, 1[{C Darccos (le domaine de définition de arccos est [—1,1]).

7r
Dans ce cas 0 € }O, 2] = arccos([0, 1[), car arccos est décroissante.

Il existe 6 € ]0, 721 tel que Cy = cos¥.

Montrer que pour tout n € N, C), = cos —

on’
2 1
On rappelle que cos(2u) = 2cos’u — 1, donc | cosu| = W.
Posons pour tout n € N, P, : « C,, = cos o ».

0 .
— Cp = cost = cos 5. Donc Py est vraie.

— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.

/ 1 [ecos +1
Alors Cpyyy = C’n2+ _ fcos 22 +1_

OrGE}O,g E{O C[O,g],donccose>0.

cos —— |, d’apres la formule rappelée plus haut.

2n+1

’ donc on+1 ? 9n+2 on+l =

Et donc Cp41 = cos PEsE Ainsi Pp41 est vraie.

0
Pour tout n € N, C), = cos o

0 459 0

inf 2 sin 4’

Notons d’abord que 6 € }0, ;r],
— donc sin @ # 0,

0 T 0
— donc, pour n > 1, on € }O, 4}, donc cos2—n £ 0.

Rappelons la formule que nous allons utiliser : sin(2u) = 2 sin u cos u.

So  So Sosin § So . 0 25 . 0

51:7: Q: .Q..Q:'I- Siln — =

N a e N nn .

/1

/1

/15



S1 25 Sing 25 2singcos% 4.5y

So = = = - b
2 CQ sin 0 CcOSs % sin 0 CcOSs g sin 6 Sln
250 0 45y 0
Ainsi, 51 = — et Sy = in —. 1.5
insi, 51 = — sm et Sy = _ —sin 7 /1,

(b) Conjecturer puis démontrer des expressions de S, et T}, en fonction 6, 2", Sy et des fonctions trigonométriques
bien connues.

So
Posons pour tout n € N, Q,, : « S,, = 2"

X sin — ».
g 9 sin 0 2n
— 20,—0 x sin — = Sp. Donc Qg est vraie.
sin 0 20 i
— Soit n € N. Supposons que Q,, est vraie. Alors :
Sy = S _on So sin% _on So XQSinQ,[%cosQ;%:Qn+1 So . 0
" Ch+1 sin 6 cos 27[% sin 6 CcOS 2,{% sin 0 on+1
Donc Q11 est vraie. /2,5
SO . 0 S So 0
Pour tout n € N, S, = 2nsin9 sm2—n et T,, = O—Z = 2nsin0 tan on
n—1
Rmgq : on aurait aussi pu utiliser un telescopage — H = H Cg. ..
Sk+1 o
1 Sp arccos Cy
II1.4. En déduire que (S,) et (T},) convergent toutes les deux vers ————.
\/1-C2
sin h
On a vu dans le cours que hr% = 1.
C . sinhy, .
Donc en particulier si (hy) — 0 : lim = 1, par composition.
n—-+00 n
0
Or la suite (hy,) = (2”) converge bien vers 0, donc
si i
So 05y 1n27 0.5y sin(hy,) 05y
. L n 0 _ _
ngr—i{loo Sn = ngrfoo 2 sin 6 St 2n ngrfw sinf 0 sin 6 ngr-ir-loo hy sin 6
on
tan h
De méme lim annh _ 1. Donc
h—0
; 0
So 95 an 27 GSO tan(hn) 950
1 = i n _ = =
nEIJIrloo Tn = nEIEoo 2 sin 6 tan on nLIJIrloo sinf 6 sin 6 n£+oo hn sin 6
on
Enfin, comme 6 = arccos Cy (Question 1) : /2

05y So arccos C’o
sinf /1 — 00

Rmq : autre argument pour déduire la convergence de (7},) de celle de (S,,) : utilisons la relation de récurrence :

(Sn) et (T,) convergent toutes les deux vers

T, = C—n quotient de la suite convergente (S,,) par la suite (Cy,) = <cos 2n> qui converge vers 1 (hrr%) cosx = 1)
n T—

donc (77,) converge et sa limite est la méme que celle de (S),).

n
On note pour tout entier n, W,, = H Cl.
k=1



III.5. Montrer que VneN, W, = %.

Soit n € N. Par télescopage : /1

II1.6. En déduire que (W,,) converge. Quelle est sa limite ?

0Sy  Sparccos Cy

sing m

ino /1 _ 02
(W) converge et lim(W,,) = SE 0

Nous savons que (S,) converge vers , donc par division de suite convergente : /1

0 arccos Cp
I11.7. En déduire la formule de VIETE :
\/7 1 n 1 /1 y
2 2 2 2V2 7

I
Considérons Cy = 0, on a donc 8 = arccos(0 = 5 et sinf = 1.

1 2
La limite de (W,,) est alors — = — ou
5 ™

- 1+C
VneN, Wo=][Cr et Cppp=—on
2
k=1
1+ 1+C \/7 1 1 1 /1
b JE_ T " NN,
ans ce cas O] = Cy = \/ \/ Cs = 2 2+2 5
On retrouve donc la formule de VIETE qui annonce la limite de (W,,) /1,5
2_\/T>< 14_1\/T>< 1+1 1+1 1><
T V27 V2 2V2 2 2V2 2V2




