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DEVOIR SURVEILLE N°1

Sujet donné le samedi 18 septembre 2021, 3h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements
et I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME : CALCUL DIFFERENTIEL DISCRET

On note
e F l'ensemble des suites numériques a valeurs dans R, indexées par N,

e pour (u,v) € B2, u>v (ou v < u) si et seulement si pour tout n € N, u,, > v,
e pour tout ¢ € R, ¢ la suite constante de valeur c,
e pour (u,v) € EQ, u X v la suite de E dont le terme d’indice n et u, X v,

e pour u € EF et A € R, Au ou A X u la suite de E dont le terme d’indice n et A X u,,.

On considere les deux applications suivantes définies sur £

A E — E T E — E
U = (un)nEN — (unJrl - Un)nGN u = (un)nEN — (un+1)n€N
—_——— —_———
le terme d’indice n le terme d’indice n
de Au est up11 — up de Tu est un11

— A est 'application appelée dérivation discrete : pour tout suite u € F, Au est la suite appelée la dérivée discrete
de wu,
— 7 est 'application appelée décalage a gauche.

Pour tout n € N, on notera (Au),, (resp. (Tu)y) le terme d’indice n de la suite Au (resp. Tu).

Par exemple, si u est la suite géométrique de raison A et de premier terme 1, on a V n € N, u, = \",
alors (Au)a3 est le nombre réel A2t — A?3 et (7u)a3 est le nombre réel A%%.

On définit par récurrence, pour tout p € N, les applications A” en posant
A’=idp, Vpe N, APHL = Ao AP .

Pour tout n € N, on notera (APu),, le terme d’indice n de la suite APu.

I Dérivation /25

) Calculer, pour tout n € N, (73),,.

) L’application 7 est-elle injective, surjective, bijective ?

1.2. (a) Montrer que A~*({0}) est I'ensemble {¢ | ¢ € R} des suites constantes.

(b) L’application A est-elle injective, bijective ?

) Soient (u,v) € E? fixées telles que Au = v.

Exprimer, avec une somme télescopique, pour tout n € N, u, en fonction de ug et de termes de la suite v.

AN et A1 A vt e D



I.3. Soient (u,v) € E?. Considérons I'assertion P : « siu x v =0, alors u = 0 ou v = 0 ».
Ecrire rigoureusement 1’assertion non(P).
Des deux assertions P et non(P), laquelle est vraie ?
I.4. Montrer que u € E est une suite croissante si et seulement si Au > 0.
L5. (a) Soient (u,v) € E? telles que
up<vg et Au<Av

Montrer que u < v.

1 1
(b) Soit a la suite définie pour tout n € N par a,, = §n2 -5

Calculer A(a).
Déduire de la question précédente que toute suite u € E vérifiant

u <0 et VYneN, (Au), <n

satisfait I'inégalité u < a.
[.6. Soit u € FE.
(a) Montrer que,
VnéeN, (AQU)n = Upt2 — 2Upt1 + Up
(b) Démontrer, par récurrence, que pour tout p € N,

P

VneN, (APu), = Z (i) (=1)P P, 4,

k=0

L.7. On note pour tout k € N, 7*, la suite (n*),en (ce qui signifie ¥n € N, (%), = n¥).

(a) Exprimer, pour tout n € N, (An°),,, (An'),, (A7?), et (A7*), en fonction de n.
Exprimer A7Y et An! avec les notations de I’énoncé puis en déduire qu’il existe
— (a,b) € R? tels que An? = an® 4 brt,

— (o, B,7) € R? tels que An® = an® 4 Br! + y72.

(b) Généralisons ce qui précéde. Soit k € N fixé. Exprimer, pour tout n € N, (Az¥),, sous forme de somme de
puissances de n. En déduire une expression de A7* comme une somme de coefficients réels fois certaines
suites 7" pour i € N (on dit que Ar* $%écrit comme une combinaison linéaire des suites de la famille (7")ien)-

1.8. Démontrer la formule :

Y(u,v) € B2, A(u x v) = (Au) x (1v) + u x (Av)

De quelle formule d’analyse la relation ci-dessus est un analogue discret ?

IT Puissance descendante /14

Soit m € Z. Pour tout entier naturel n € N, on appelle m® puissance descendante de n, le réel noté n™ et défini par :

H k=nn—-1)...(n—m+1) simeN,

H - = sim<O0,
Mt m+1)(n+2)...(n—m)

ou ’on utilise la convention usuelle suivante : lorsque ’ensemble parcouru par 'indice d’un produit est vide, ce produit
vaut 1.
Dans la suite du probléme, pour tout m € Z, on notera 7™ la suite réelle définie pour tout n € N par (7),, = n™.

I1.1. (a) Préciser explicitement, pour tout n € N, les entiers n2, nt, nZ n=t et n=2.

(b) Ecrire, pour tout m € Z et n € N, n™ avec des factorielles. On distinguera les situations : m > 0 (et, au sein
de ce cas, n <metn>n), m=0et m<DO0.

I1.2. (a) Soient A € R et u € E, exprimer A(Au) en fonction de A et Au.

(b) Montrer que, pour tout entier m € Z,
m—1

AN .,



(¢) Expliciter Ar=2, A?r=L et A37=L en fonction d’une suite de la famille (7%);cz. En déduire une conjecture
permettant d’exprimer, pour tout p € N, APx=L en fonction de p et d’une suite de la famille (m);ez, puis
démontrer cette conjecture par récurrence.

I1.3. Soit p € N. En calculant le terme d’indice n — 1 de AP7=L, montrer que

p 1k
Vn e N* | Z<p>( v__ 1

b

On pourra utiliser une formule permettant d’exprimer APu en fonction des termes de la suite u établie dans la
partie I.

ITT Primitives /27

On appelle primitive de u € F, toute suite U de E telle que AU = u.

III.1. Soit uw € E. Justifier, a I'aide d’un résutat établi dans les premiéres questions de la partie I, que u admet au
moins une primitive.

II1.2. Soient U et V deux primitives de u € E.
(a) Calculer A(V —U).
(b) En déduire que ’ensemble des primitives de u est {U + ¢ | ¢ € R}.

I11.3. Calcul d’une primitive de /=X et une application.
n
(a) On note pour tout n € N, H,, = Z z (pour n = 0, 'ensemble des indices est vide donc, par convention,
k=1
Hy = 0). Ce nombre s’appelle le n® nombre harmonique.
Montrer que H est une primitive de 7= = (n=L1),,cn.

n+1 n+1
(b) Montrer que, pour tout n € N, Z(—l)k< ) =—1.

k=1 k
no(—1 k—1
(c) Posons, pour tout n € N, S,, = Z L ") . Montrer que,
=k k
WneN, (AS), = —
n , n= o

(d) En déduire, a l'aide de la question II1.2, que

VEN* n _ln_{_ln_ +£’I’L _14_1_{_1_’_ _}.l
" V1) " 2\l2) T3l\3 n \n)/ 17273 n

II1.4. Calculs des primitives des autres puissances descendantes 7™ pour m € Z \ {—1}.
(a) Soit A € R. Sachant que U € E est une primitive de v € E, comment construire une primitive de Au & partir
de U? On pourra s’inspirer le résultat de la question I1.2(a).
En déduire les primitives de 7™ = (n™),,cy pour m # —1.
(b) Soient (U,V) € E? des primitives respectives de (u,v) € E2. Comment construire une primitive de u + v &
partir de U et V' 7
En déduire les primitives de 7t + 72 et de 7t + 372 4+ 72,
ITL.5. (a) Soient (n,p) € N? tels que n < p, montrer que

P
Upt1 = Uy + Z(Au)k . (1)
k=n
(b) Déterminer (a,b,c,d,e) € R’ tels que,
Vk e N, k% = akt +bk2 et k® = ck: + dk2 + ek?
(¢) En déduire deux primitives de 7% et 7 respectivement puis en utilisant judicieusement la formule (2), établir,

p p
pour tous entiers naturels 0 < n < p, des expressions de Z k% et Z k3 explicitement en fonction de n et p.
k=n k=n



Correction.
PROBLEME : CALCUL DIFFERENTIEL DISCRET

I Dérivation

L1. (a) Calculer, pour tout n € N, (73),,.

Pour tout entier n, (3), = 3, donc

VneN,(13), = (3)nr1 =3 soit aussi 73 =3 .

(b) L’application 7 est-elle injective, surjective, bijective 7

e Injectivité :
Analyse/tentative de preuve au brouillon pour voir : soient u et v telles que T(u) = 7(v).
Alors pour tout n € N : upy1 = (Tu)n, = (T0)n, = Vpt1-
On n’a donc pas nécessairement ug = vog donc on se dit que T ne doit pas étre injective.
Rédaction définitive. Posons les suites u = 0 et v telle que vg = 1 et pour tout n € N, v, = 0.
Alors u # v car ug # vg et pour tout n € N : (1u), = tupy1 =0 = vpq1 = (70),, donc 7u = 7v.

’Ainsi, T n’est pas injective, donc 7 n’est pas bijective. ‘

e Surjectivité :
Soit une suite y € F fixée quelconque.
Posons la suite x définie pour tout n € N par x,4+1 = yn et zo = 0.
Alors x est parfaitement définie et, pour tout n € N, (72), = p+1 = Yn.
Donc 7z = y.

‘Ainsi, T est surjective.‘

I1.2. (a) Montrer que A™!({0}) est Pensemble {¢ | ¢ € R} des suites constantes.

Notons C', I’ensemble des suites constantes.
Rappelons que, par définition, v € A7 ({0}) <= Av =0 <=V n e N, (Av), = (0), = 0.
Soit u € C fixée quelconque. Il existe ¢ € R tel que u = ¢.
Pour tout n € N, (Au), = upy1 —up =c—c=0.
Donc Au =0 d’ot u € C.
Ainsi, C ¢ A71({0}).
Réciproquement, soit u € A™1({0}) fixée quelconque.
DoncVn eN, 0= (Au)y, = Upt1 — Unp.
Ainsi, pour tout entier n, u,+1 = u,. Donc la suite u est constante : u € C.
Par conséquent, A~1({0}) c C.

Ainsi, A71({0}) = C, ensemble des suites constantes.

(b) L’application A est-elle injective, bijective ?

D’aprés la question précédente, AQ = 0 = AT.

‘Donc A n’est pas injective. Elle n’est, par conséquent, pas bijective.

(¢) Soient (u,v) € E? fixées telles que Au = v.
Exprimer, avec une somme télescopique, pour tout n € N, u,, en fonction de ug et de termes de la suite v.
A est-elle surjective ?

/1
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e Nécessairement, pour tout entier n € N, up41 — up, = vy, donc (cf TD Télescopage) :

n—1 n—1
VneN, wup—up=) (tpr1 —up) =D vk .
k=0 k=0
n—1
Ainsi, V n € N*, un:uo—i—ka (et up = up).
k=0

e A est-elle surjective ?
Soit une suite v € F fixée quelconque. Posons alors la suite u définie par :

n—1
up=0 et VnEN*,un:ka.
k=0

Alors pour tout entier n,

n n—1 n—1 n—1
(Au)p = Upy1 — Up = ka—ka:vn+ka— ka:vn )
k=0 k=0 k=0 k=0

Donc Au = v. Ainsi v admet nécessairement un antécédent par A.

‘Aimsi7 A est surjective (de E sur E)‘

1.3. Soient (u,v) € E2. Considérons I'assertion P : « si u x v =0, alors u =0 ou v = 0 ».
Ecrire rigoureusement I’assertion non(P).
Des deux assertions P et non(P), laquelle est vraie ?

* [non(P) < I(u,v) €E? : uxv=0etu#0etv#0.
% Définissons les suites u et v par : Vn € N*, u, =0, v, =1, up =1 et vg=0, on a :

VneN, (uXv)p=upxv,=0, uz0 (car ug # 0) et v # 0 (car vag # 0 ).

Ainsi, il existe (u,v) € E? telles que u x v =0 et u # 0 et v # 0 donc ‘non(P) est vraie ‘
On dit que 'ensemble E n’est pas integre.

I.4. Montrer que u € F est une suite croissante si et seulement si Au > 0.

On a les équivalences suivantes :

u est croissante <=V n eN, upt1 = uy
—VneN upp1 —u, =20
< VneN, (Au), =20
— Au>0

Ainsi, u € F est une suite croissante si et seulement si Au > 0.

L5. (a) Soient (u,v) € E? telles que
ug<vg et  Au<Av

Montrer que u < v.

On note U = Au et V = Aw.

n—1 n—1
Soit n € N* fixé quelconque. D’apres la question 1.2(c), u, = up + Z Uy et v, = vo + Z Vi

k=0 k=0
Par addition des inégalités Vk =0...,n — 1, Uy = (Au)r < (Av) = Vi

n—1

n—1
NUup <Y Vi

/2
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or on a également ug < vy d’oll, toujours par addition d’inégalités dans le méme sens,

n—1 n—1
UHZUQ+ZUk<vo+Zszvn.
k=0 k=0

/2

‘Ainsi, pour tout n € N, u,, < vy, c’est-a-dire u < v.

O Remarques !
g On pourrait aussi démontrer que A(v —u) = Av — Au > 0, donc v — u est croissante.

Par conséquent, pour tout n € N, (v —u)p = vy — Up = v9 — ug = 0.

1 1
(b) Soit a la suite définie pour tout n € N par a,, = 5712 -5

Calculer A(a).
Déduire de la question précédente que toute suite u € E vérifiant

u<0 e VneN, (Au), <n

satisfait I'inégalité u < a.

Pour tout entier n € N, /0,5

1 1
(Aa)n:an+1—an:5((n+1)2—(n+1)—n2+n>:§(n2+2n+1—n—1—n2+n):n

On applique directement la réponse a la question précédente avec u <— u et v <— a (ce qui est autorisé car
ug < 0=aget Vn € N, u,, < a,.
/1

Ainsi, u < a .

1.6. Soit v € E.

(a) Montrer que,
VneN, (A2u)n = Upio — 2Upi1 + Uy

Soit n € N (quelconque et fixé) :

(A2“)n = (A(Au))n = (Au)pt1 — (Au)n = (Un+2 — Unt1) = (Unt1 — Un) = Unt2 — 2Unt1 — Up

/1,5
Ainsi, Vn € N, (Azu)n = Up+2 — 2Upt1 + Up.
(b) Démontrer, par récurrence, que pour tout p € N,
5 (p
VneN, (APu), Z (k) un+k
k=0
=(p
Posons, pour tout entier p € N, P, : « Vn € N, (APu), = Z <k> (—1)p_kun+k ». /1
k=0

— A% =, donc (A%),, = (Idg(u))n = up et Z ( ) g = 1(=1)"unto = up.
A ———

k=0
Donc Py est vraie. /0,5



— Soit p € N fixé quelconque tel que P, est vraie.
Par définition de AP*!, on a pour tout n € N :

(AP )y = (A(APY)), = (APu)ps1 — (APu),

(Z) (1P P — > (Z) (=1 Pk

k=0 k=0
d’aprés Pp en n+ 1 d’apreés Pp en n
(N p h ~ (p h
—h+1 -
= T D I [ s )
=AUt =

k+1 h=k

p
()X () vt

h=1
=1(=1)P 1y, + ; << P >+<p>> — )PPy 4 1(=1) U
(=1) ,;h—lh() +h + H(=1) Unspr

p+ 1) +1-0 o (p+1 +1-h p+1 (p4+1)—(p+1)
= (=P Oy + (=1)P" g + (=D gy p
0 = h p+1
1
On a appliqué la formule de Pascal : (Z) + <b—7— 1) = <Z 1— 1), donc
pt1
1
(AP+1u)n — Z(_l)p—i-l—h (p + > (_1)p+1_hun+h .
h
h=0
Ainsi Pp4q est vraie. /2

On a donc

p
VpeEN, VneN, (AMu),=Y (Z) (=1 iy |-
k=0

L1.7. On note pour tout k € N, 7*, la suite (n*),en (ce qui signifie Vn € N, (%), = n¥).

(a) Exprimer, pour tout n € N, (A7%),,, (Axl),, (Ar?), et (A7?), en fonction de n.
Exprimer A7Y et Ar! avec les notations de I’énoncé puis en déduire qu’il existe
— (a,b) € R? tels que An? = an® 4 br?,
— (o, 8,7) € R? tels que A3 = arx® + ! + y72.

Soit n € N
(A% = (s — (O = (1 +1)° —n® =1~ 1=
(At =1 — (@)= + D —nl=n4+1-n=1
(A7%)y = (1)ps1 — (@) =+ 12 —n?>=2n+1
(A7) = (T)ps1 — (@) =+ 1) —n®> =302 +3n+1

/1,5

Ainsi, A’ =0, Art =T=72% An? =27t + 7% An® =322 + 37l 4+ 70 .

(b) Généralisons ce qui précede. Soit k € N fixé. Exprimer, pour tout n € N, (Awk)n sous forme de somme de
puissances de n. En déduire une expression de An* comme une somme de coefficients réels fois certaines
suites 7 pour ¢ € N (on dit que Ar* $écrit comme une combinaison linéaire des suites de la famille (7")ien)-

Soit k € N. Pour tout entier n, on applique la formule du binéme de Newton :

(AmF), = (n+ 1)F —nF = Ek: (f) ni1h=t _pk = %:01 (f) nt = S%l (f) (1)

=0 %

T A vierilbat Ad ot <rmer w11 114t 2 — N . /1



1.8. Démontrer la formule :
Y(u,v) € B2, A(u x v) = (Au) x (1v) +u x (Av)

De quelle formule d’analyse la relation ci-dessus est un analogue discret ?

Soient (u,v) € E?. Soit n € N,

(A(u x v))n = (U X V)pt1 — (U X V) = Upt1Vnt1 — UnUp
= Up+41VUn+1 — UpUn41 + UpUpt1 — UnpUp
(Un—‘rl - un)vn—i-l - un(vn-i—l - Un)
= (Au)n(T0)n — un(Av)y
= ((Au) x (1v) —u x (Av)),

/1,5
Ainsi : V(u,v) € E? , A(uxv) = (Au) x (10) +u x (Av) .
Il s’agit de la formule discréte de dérivation d’un produit de suites, analogue a la formule de dérivation d’un
produit de fonctions dérivables : (f x g)' = f' x g+ f x ¢’ 105
II Puissance descendante
Soit m € Z. Pour tout entier naturel n € N, on appelle m® puissance descendante de n, le réel noté n™ et défini par :
n
H k=nn—-1)...(n—=m+1) simeN,
mo_ k=n—m+1
- = sim ,
Mt (n+1)(n+2)...(n—m)
ou ’on utilise la convention usuelle suivante : lorsque ’ensemble parcouru par 'indice d’un produit est vide, ce produit
vaut 1.
Dans la suite du probléme, pour tout m € Z, on notera 7™ la suite réelle définie pour tout n € N par (7™),, = n™.
I1.1. (a) Préciser explicitement, pour tout n € N, les entiers n nt n2 n=L et n=2.
Soit n € N fixé quelconque.
* Pour m = 0, on a un produit vide, donc .
n
* Pour m=1,1>0, donc |nt = H k=mn|
k=n—1+1
n
* Pour m =2, 2 > 0, donc | n? = H k=(n—-1)n|
k=n—2+1
n+1 1 1
*x Pour m = —1, —1 < 0, donc |[n=L = H - =
ko n+1
k=n+1
) n+2 1 1
* Pour m = -2, —2 <0, donc | n==% = — = 2
L= wrvaey /

(b) Ecrire, pour tout m € Z et n € N, n™ avec des factorielles. On distinguera les situations : m > 0 (et, au sein
de ce cas, n <metn>n), m=0et m<DO0.

Soit n € N, fixé.
* Supposons m > 0.



*x Supposons de plus m > n,

nt=nn—-1)...n—m+1)=nn-1)...(n—(m—-1)) =0

car I'un des termes du produit est nul.

*x Supposons de plus m < n,

n*=nn-1)...n—m+1)=nn-1)...(n—(m—1)) =

* Supposons m < 0 (donc n —m > n+ 1),
1 n!

C(n+1)...(n—m) (m-m)!’

* Supposons m = 0, nous avons vu précédemment que n? =1 = ( o
n —0)!

/2

On retrouve dans tous les cas, la méme formule :

sim<netn®=0sim>n.

Pour tout m € Z et n € N, n™ =
(n—m)!

I1.2. (a) Soient A € R et u € E, exprimer A(Au) en fonction de A et Au.

Pour tout n € N,
(AA)pn = (AM)pt1 — (M) = A X Upp1 — A X Uy = AUpg1 — un) = AAu)y, = (A X Au)y,

/0,5
‘Ainsi, AN X u)=Ax Au.‘
(b) Montrer que, pour tout entier m € Z,
AT = m x =L
? On rappelle que 7 est la suite vérifiant : V n € N,(7),, = n.
|
Donc (™), = n™ = %, pour tout m € Z et m < n et (7™), =0si m > n.
n—m)
Soit m € Z fixé.
e Pour n >m:
m (n+1)! n! n+1!'—=(n+1—m)n!
(A, = — =
(n+1-m) (n—m)! (n+1—m)!
_ nl[n+1)— (n+1—m) - n! S
(n+1—m)! (n—(m—1))!
carm<ndoncm—1<n
e Pourn=m—1,alorsn<mmaisn+1=m:
(n+1)!
my m_om _ 0= | — m!
(AT)n —(n+1)' it = (- 1= ) 0=(n+1)!=ml
_ no_ . m—1 _ m—1
=M X oy =mx = (m = 1)) = mn™—= = m(7=),
[ ——
carn=m—1
e Et dans le cas o n < m — 1 (évidemment, il faut que m > 0),
(Ar™), =0-0=0= mx0=mxn™=L =m(""),
n®L=0carn<m—1 /2.5

Donc, dans tous les cas : V. m € Z, Ar™ = m x 721




(¢) Expliciter Ar=2, A?r=L et A37=L en fonction d’une suite de la famille (7%);cz. En déduire une conjecture
permettant d’exprimer, pour tout p € N, APx=L en fonction de p et d’une suite de la famille (m);ez, puis
démontrer cette conjecture par récurrence.

D’aprés la question précédente : Ar—t = —g=2.

Puis A%r=L = A(Ar=L) = A((—1) x 7=2) —1) x An=2 = (=1) x (=2)7=2 = 27=3,

NS
quest. I1.2(a)
Et enfin A3r=L = A(A%7=L) = A(2 x 7=2) = 2x An=3 =2 x (=3)r=% = —67=2.

quest. I1.2(a)
On conjecture alors, pour tout k € N, Ak == (- )kk"ﬂ' /1
Posons pour tout k € N, Qy, : « AFr=L = (—1)* k:'7r =k,

— Par définition, A® = Idg donc AOW— ==l = (-1 0 ' =1=0
donc Qg est vraie.
— Soit k € N fixé quelconque tel que Q. est vraie. Alors

AL =AM AR = (C) AR

—~—
vraie quest. I1.2(a)

est
(—1)FkI(—k — 1)m=t=h=l = ()R (g 4 1)l =)
quest. I11.2(b)

Ainsi Q1 est vérifiée. /3
VkeN, Afg=t = (—1)Fglp=l=k

I1.3. Soit p € N. En calculant le terme d’indice n — 1 de APr=L, montrer que

p _ 1)k
VnEN*,Z<p>( 1) = 1
=0 k) n+k n<n+p>

p

On pourra utiliser une formule permettant d’exprimer APu en fonction des termes de la suite u établie dans la
partie L.

Soient p € N et n € N*, on calcule le terme d’indice n — 1 de AP7=L de deux fagons distinctes.

D’une part avec la formule précédente (—1 —p < 0) : /2
—1)Ppl(n — 1)! —1)p 1P
(Apﬂ_i) _ (_1)pp| (7_‘_—1—]7) — ( ) p (n ) —_ ( ) ;= ( ) .
— T = = = =) | A (5 7] Ry o
expression de (n — 1)—2 n nlp! n
quest. I1.1(b), cas m < 0 p
D’autre part avec la formule établie dans la question 1.6(b) : /1
p p 1
APr=L = p 1P~k (z=Ly,,_ Py _qyp-k
( T )n—l l;)(k>( PHE ek = ;;) k)Y (n—1+k)+1

Et donc en multipliant tout par (—1)? :

) 1k
Ve, Z<p>( D1
=0 kln+k n<n+p>

p




III Primitives

On appelle primitive de u € F, toute suite U de E telle que AU = u.

ITI.1. Soit u € FE. Justifier, a I'aide d’un résutat établi dans les premieres questions de la partie I, que u admet au

moins une primitive.

Dans la question 1.2(c), nous avons prouvé que l'application A est surjective
donc pour toute suite u € F il existe au moins une suite U € E telle que AU = u,

‘ce qui signifie que toute suite v € E admet au moins une primitive.

III.2. Soient U et V deux primitives de u € FE.
(a) Calculer A(V —U).

Soit n € N fixé quelconque.

AV =U)n = (V=Ulpt1 = (V—=U)n
= Vo1 —Upy1— (Vi = Up)
= Vo1 — Vi — (Upt1 —Up)
= (AV)n — (AU)n
= up—u, car par hyp. AU = u = AV par def. d’'une primitive de u
=0

Ainsi, A(V - U) = 0.

(b) En déduire que ’ensemble des primitives de u est {U + ¢ | ¢ € R}.

Notons £ ’ensemble des primitives de u.
*x Soit V' € & fixée quelconque (ce qui a un sens car £ # () d’apres la question IIL.1).
D’apres la question I11.2(a), puisque U et V sont deux primitives de u, A(V —U) =0
donc V — U € A~1({0})
or nous avons établi dans la question 1.2(a) que A™1({0}) est I’ensemble des suites constantes
donc il existe ce Rtel que V—-U =c¢douV =U+¢donc V e {U+¢|ceR}
Par conséquent, £ C {U +¢ | c € R}.
* Soit W e {U + ¢ | ¢ € R} fixé quelconque. Alors il existe ¢ € R tel que W =U +¢.
Calculons, comme dans la question précédente,

VneN, (AW), = (AU +¢)p =Upt1 +c— (Un+¢) = (AU),, = uy,

car U est une primitive de u

donc AW =u dou W € £.
Par conséquent, {U +¢ | c € R} C €.

’Ainsi,&':{U—l—El CER}.‘

I11.3. Calcul d’une primitive de /=X et une application.
n

1
(a) On note pour tout n € N, H,, = Z — (pour n = 0, 'ensemble des indices est vide donc, par convention,

k=1
Hy = 0). Ce nombre s’appelle le n® nombre harmonique.

Montrer que H est une primitive de 7= = (n=L1),,cn.

Q. 24t v —~ N L2 iAo vga

/1

/1

/1

/1



*SinIO,(AH)OZHl—HO =1=
~~

140’
=0
n+1 1 n 1 1
* si > 1 dou (AH), = CH =SS o
sinon, n ou ( In a1 n ,;1 k 2 Pl
Par conséquent, Vn € N, (AH), = n=t donc AH = =L ce qui signifie que : /1

H est une primitive de 7=L.

n+1 n+1
(b) Montrer que, pour tout n € N, Z(—l)k< . ) =—1.
k=1

Soit n € N fixé quelconque. Cherchons & utiliser la formule du bindme de Newton :

= n+ 1 n+1 IR sy SO | 1ok [n+1 1
Z(_1)< N ) — ( 0 )(_1)0X1+1 k+z< N >(_1)k><1 +1 k_( 0 )(_1)0X1+1 k

k=1 k=1

=(—=1+1)"*!

0n+1 -1

= —1 carn e Ndoncn+1eN* donc 0" =0

/2

n+1
1
Ainsi, pour tout n € N, Z(—l)k ) 2 —1.
k=1 k

1 k—1
(]Z (Z) Montrer que,

1
n+1"

n
(¢) Posons, pour tout n € N, S,, = Z
k=1

VneN, (AS), =

Soit n € N fixé quelconque.

-nit-t 1
*sin:(), (AS)():Sl— S() :<)<>:1:
~— 1
=0



* sinon, n > 1 d’ou
(As)n = Sn+1_5n
B ’il (—=1)k-1 (n-i— 1) S (—1)k-1 <n>
=k k <k k
(=i g S (=D 1)y (=DM
- on+1 \n+1 +§:: k k 2 ko \k
(-t 1
n+1

oy
|
—

n+1

B (_1)n+1—1 n-+1
N n+1

-1 n+1-1 1 no(=1 k—1
= i <n + ) + Z <)< " > avec la relation de Pascal (possible car k£ > 1)

orl no\ n! 1 n+1)! 1 (n+1
E\k—1) k(k—D!tn—k+1)! n+1kl(n+1-k)! n+1\ &k
(=) fn 41 1 & pfn+1
= —— - ~1
n+1 \n+1 n+lz( ) k

k=1
o1 ’Lf(_l)k n+1
N n+1 k

k=1

1
= o1 X (—1) en utilisant le résultat du calcul de la question précédente
n
_ 1
 on+1
Par conséquent, Vn € N, (AS),, = n=L donc AS = 7=L ce qui signifie que /3

S est une primitive de 7=,

(d) En déduire, a 'aide de la question II1.2, que

"1 2\2 3\3 n n/ 1 2 3 n

Dans les questions II1.3(a) et II1.3(c), nous avons établi respectivement que les suites H et S sont des
primitives de 7=L, or d’aprés la question I11.2, deux primitives d’une méme suite different d’une constante si
bien qu’il existe ¢ € R telle que S = H + ¢. En considérant les termes d’indices 0 de cette égalité :

So=Hp+¢y <— 0=0+c < ¢c=0 donc S=H

ny 1({n\ 1(n (-1t (n 1 1 1 1
D * - _ - - I SV A T T T
oncvn €N, Sp=Hn < (1) 2<2>+3<3> R <n> 1ty Tty

II1.4. Calculs des primitives des autres puissances descendantes 7™ pour m € Z \ {—1}.

/2

(a) Soit A € R. Sachant que U € E est une primitive de u € E, comment construire une primitive de Au & partir
de U? On pourra s’inspirer du résultat de la question II.2(a).

En déduire les primitives de 7™ = (n'®),en pour m # —1.

e Calculons A(AU), en utilisant le résultat de la question I1.2(a) pour A < X et u < U,
ANU) = AAU) = \u
/1

A s e NTT ot o e ere 1oy |



e Nous avons établi dans la question I11.2(b) que

Va € Z , An% = ar?=—

donc, pour tout a € Z, 7% est une primitive de ar2=L.

Soit m € Z fixé quelconque tel que m # —1. Appliquons le résultat ci-dessus pour a < m + 1 :

7L st une primitive de (m + 1)7™.

1
Puisque m # —1, m + 1 # 0 donc
m—+1

—_

a un sens, on peut appliquer le résultat du premier point

pour u < (m + 1)a, U < 778 et X\ ¢ ———
) m + 1
———1™*L st une primitive de X (m+1)r™ = g,
m+1 m 41
Enfin, compte tenu de la description de ’ensemble des primitives d’une suite donnée connaissant une
primitive établie dans la question I11.2(b), /1

Iensemble des primitives de 7™ est {

(b) Soient (U,V) € E? des primitives respectives de (u,v) € E?. Comment construire une primitive de u + v &
partir de U et V' 7
En déduire les primitives de 7t + 72 et de 7t + 372 4 72,

e Calculons A(U + V) (d’une manieére analogue au calcul mené dans la question II1.2(a),
Vn € N ’ (A(U + V))n = (U + V)n—i—l - (U =+ V)n = Un+4+1 — Un + Vn+1 - Vn = (AU - Av)n
donc A(U + V) =AU + AV si bien que /1

‘ U + V est une primitive de u + v.

3

1 1
e D’apres la question I11.4(a) précédente, 577l et 577 sont des primitives respectives de 7t et 72 si bien

1
qu’en utilisant le premier point de la question, =72 + =72 est une primitive de 7t + 2.
Enfin, compte tenu de la description de I’ensemble des primitives d’une suite donnée connaissant une
primitive établie dans la question I11.2(b), /1

1 1
’ensemble des primitives de 7wt + 72 est {27r2 + gﬂé +c|ce R}.

On montre de méme que /1

1 1
I’ensemble des primitives de 7l 4 372 4 72 est {27{'2 + 3 4 1714 +c|ce ]R}.

IIL.5. (a) Soient (n,p) € N? tels que n < p, montrer que

Upt1 = Up + Z(Au)k . (2)
k=n

Cette relation peut se déduire du calcul réalisé dans la question 1.2(c) qui établit

n—1

YneN, u, =ug+ Z(Au)k
k=0

En appliquant cette relation pour n < p+1 et n + n,
p+1-1 n—1 P n—1 P
Up+1 — Up = UQ + Z (Au)k — (’ILO + Z(Au)k> Z Au k - Z Au)k = Z(Au)k
k=0 k=0
si bien que /1,5

p
Up+1 = Unp + Z(Au)k
k=n




b) Déterminer (a,b,c,d,e) € R® tels que,
(

Vk e N, k? =akl+bk% et k3 = ckl+ dk2+ ek

O Remarques !
La rédaction qui suit a nécessité Uétude au brouillon des systémes k? = ak:+bk2 et k® = cki+dk2+ek? d’inconnues
respectives (a,b) € R? et (c,d,e) € R®. Comme seule lexistence d’une solution est demandée ici, il nous suffit de
poser des valeurs pour a, b, ¢, d et e puis de vérifier qu’elles conviennent.

* Posons a=1et b=1. /1
Calculons, pour tout k£ € N,

akt okt =k +k(k—1)=k+ k> —k =k

* Posonsc=1,d=3et e=1. /1,5
Calculons, pour tout k£ € N,

k4 dk2+ekd =k+3k(k—1)+k(k—1)(k—2) =k+3k> =3k + k> —3k> + 2k = k3

(¢) En déduire deux primitives de 72 et 7 respectivement puis en utilisant judicieusement la formule (2), établir,

P P
pour tous entiers naturels 0 < n < p, des expressions de Z k% et Z k3 explicitement en fonction de n et p.

k=n k=n

e Une interprétation des relations de la question II1.5(b) entre termes d’indices k € N de différentes suites
donne les égalités ci-dessous entre suites

miim2=n2 et m4+3m2+2m3=7n3

Par ailleurs, nous avons déterminé dans la question II1.4(b) les primitives des deux suites 7% + 72 et de

1 1 1
74372+ 72 donc une primitive de 72 est o2 = iwg—l— §7r§ et une primitive de 7> est 0® = §7r2+ 34 Zﬂé.

e Soient (n,p) € N? tels que 0 < n < p.

Appliquons la relation établie dans la question II1.5(a) pour u <+ o2 et utilisons que Ag? = 72 :

p
2 _ 2 2
Op+1 = Op + Z Tk
k=n

= k2
Jot Xp:kQ (1 2+1 3) <1 2+1 3)
ou = |zm=+ o7 — | zm=+ o=
1 1 1 1
= §(p+1)p+§(p+1)p(p—1)—57%(”—1)—gn(n—l)(n—%

= %(p +DpB+2(p—1)) - én(n DB +2(n-2)
_ ép(p +1)(2p+1) - %n(n —1)@n-1))

/2

Ainsi, Zp: E* = %p(p +1)(2p+1) — %n(n —1)(2n —1)).
k=n

De méme appliquons la relation établie dans la question III.5(a) pour u < o> et utilisons que Ac® = 73 :

p
3 _ .3 3
apH—Un—FE Uy
kf V

=n
_k,3



d’ou

= 7r +7r + 7T — | =m= +7T + —m=
p+1 2 4 n
1
2

0+ p+ -+ Vplp — 1) + 1o+ Dplp— 1)(p — 2)

— (;n(n —1+nn-1)Mn-2)+ %n(n —1)(n—=2)(n— 3))

-+ pR2+4p-1)+(-1p-2) - in(n— 1)(2+4(n—-2)+(n—-2)(n-23))

4
1 1
Z(p+1)p(2+4p—4+p2—3p+2)) - qn(n—1) (2+4n—8+n2—5n—|—6’))
1 1

1+ 1% = n?(n —1)7

/3

1
Ainsi, Z k= p +1)2 1n2(n —1)2




