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L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements
et I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait

horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

EXERCICE - CONVEXITE
On considere ¢ : R} — R, concave (i.e. —p est convexe).
Va,yeRLY A0, oz +(1=Ny) = dp(x) + (1= Ne(y)
On lui associe la fonction f : R? — R définie par f(z,y) =y X ¢ <$)
)
.1. Préliminaires. On considere a € R} et hq : ¢t — t :
(a) Comment calculez-vous hy(v/2)?
) Montrer que h, est dérivable deux fois sur R’ et calculer Al..

(b
(c) Montrer que « €]0, 1] = h, concave.
(d

) Quelle est la contraposée de I'implication de la question précédente ?

o

. Montrer que la somme de deux fonctions concaves est concave.

o

f(xr,y1) + f(r2,y2) < flor + 22,91 + 12)

4. En déduire que pour tout n € N*,

n n
v (xla z2, .. xn) € (RTF)nav (yla Y2, - - yn) € (Rj—)nv f(xkv yk) < f (Z Tk,
k=1 k=1
5. Quelle inégalité (re)trouve-t-on en appliquant la formule () pour ¢ : t — v/t ?
(On commencera par montrer que ¢ est bien une fonction concave)
6. Soitpe N, p>2.

1
(a) Montrer que ¢ : t — (t» + 1)? est concave.
On peut exploiter les deux premiéres questions .1. et .2.

(b) Quelle formule (re)trouve-t-on en appliquant la formule (x) & ¢, ?

. On reprend les notations données en début d’exercice. Montrer que pour tout (z1,x2,y1,y2) € (R%)*,

> yk) (%)
k=1



PROBLEME - DECOMPOSITION EN FACTEURS INVARIANTS
(DECOMPOSITION DE HERMITE-SMITH )

L’objet de ce probleme est I’étude des matrices a coefficients dans 'anneau Z.

Pour tout n € N*, on note M,,(Z), ensemble des matrices d’ordre n a coefficients entiers.
On note également, GL,,(Z), le sous-ensemble de M,,(Z) des matrices inversibles et dont I'inverse est également une

matrice a coefficients entiers.
1 0
Ainsi, A := ( é g > € My(Z), mais A ¢ GLy(Z), car A € GL2(Q), mais A~ = < 0 1 > ¢ Mo(Z).
2

I Etude de S£(Z)

Dans cette partie, nous considérons uniquement des matrices d’ordre 2 a coefficients dans Z (si nécessaire dans Q).

On note
a b

det:Mg(Z)—>Z,< . d)»—>ad—bc.

I.1. Soit M, M’ € My(Z). Montrer que
det(M x M") = det(M) x det(M")

o . L b .
1.2. Considérons une matrice M € Ms(Z), non nulle. Supposons que M s’écrive < CCL d ) ol a,b,cet deZ.

d

. _ab ), une autre matrice de Mo (Z).

Notons N = (

(a) Evaluer M x N et N x M.
On donnera la réponse en fonction de det M.

(b) En déduire que si det(M) € {—1,1}, alors M € GLo(7Z) et donner M ' (pour chacun des deux cas).
(c) Montrer que si ad — be € Z\ {—1,0,1}, alors M est inversible dans GL2(Q) mais que M~ ¢ My(7Z).

(d) Enfin, montrer que si ad — be = 0, alors M est diviseur de 0. Conclure que M n’est pas inversible.

On a donc démontré que

GLy(Z) = {M € My(Z) | det M € {1,—1}}

On note
852(2) = {M S MQ(Z) ‘ det M = 1}
I.3. Strucure.
(a) Montrer que GL2(Z) est un groupe.
(b) Montrer que SL2(Z) est un sous-groupe de (GL2(Z), X).
Par la suite, on s’intéresse tout particulierement aux matrices
11 10
(41) e-()
I.4. Exemples de matrices de SLo(Z).
(a) Montrer que H et B € SLo(Z)
(b) Compléter les matrices suivantes pour obtenir des matrices de SL2(Z)

a=(PT) en(Py) e= (1)

(c) Pourquoi la matrice Cy suivante ne peut pas étre complétée en une matrice de SL2(Z) 7

(i)

2



(d) Montrer que pour tout m € N, on peut trouver une matrice M de S£L2(Z) tel que tr(M) =m

I.5. Groupe engendré par H et B.
Notons G =< H, B > le groupe engendré par H et B, (le plus petit sous-groupe de GLo(Z) contenant H et B).
(a) Montrer que G < SL2(Z).
Nous allons maintenant montrer 'inclusion réciproque (question (d) et (e)), apres avoir fait quelques calculs.
(b) Calculer H™'BH ' et HB™'H. Calculer (H 'BH1)".
(¢) Ecrire simplement la valeur de H" et B", pour tout entier n € Z. (On attend une démonstration).

1y [ a b

(d) Considérons M = ( e d

i. Montrer que nécessairement a A c =1

> € SL9(Z). On suppose ¢ > 0 (sinon, on multiplie tout par —Is € SLa(Z)).

ii. L’algorithme d’Euclide pour a et ¢ permet de créer deux suites finies d’entiers (qx)1<k<n €t (k)o<k<N+1
telles que 1o = a, r1 = ¢, 'y =aAc¢, ryp1 = 0 et pour tout k € [1, N], re—1 = qx X 7% + Tkt1-

Calculer B™ ... x BT2H %)M si N est pair et H VB IN"L... « BT2H %) si N est impair.
iii. En déduire qu’il existe deux matrices G1 et Gy € G, deux entiers 3,9 € Z tels que

G1><MXG2—<Q6\C ?)

On fera attention aux cas N pair ou N impair.

iv. Quelle est la valeur de 0 ?
Pour le calcul de §, on pourra exploiter la question 1.

v. En déduire qu’il existe Gg € G tel que G1 x M x G3 = I5.

(e) Conclure

II Matrices élémentairement équivalentes

Dans cette partie, n est un entier fixé quelconque supérieur ou égal a 2.

On rappelle que GL,,(Z), est 'ensemble des matrices d’ordre n, & coefficients entiers, inversibles et dont les inverses
sont également a coefficients entiers. On admet qu’il s’agit d’un groupe.
Pour tout (i,5) € N?, on note Ej j, la matrice de M,,(Z) ayant un unique 1 en ligne i et colonne j et des 0 ailleurs.
On note également pour tout i # j € N et tout A € Q, T; ;(A) = I, + A\E; ;.
On notera plus rapidement T; ; au lieu de T (1) lorsque A = 1.

On note SL,,(Z), le groupe engendré par toutes les n(n — 1) matrices (75 ;)i-;-
Rappelons qu’il s’agit du plus petit groupe contenant les matrices (75 ;)i-;-

Soient A et B de M,,(Z). On dit que A est élémentairement équivalente a B si (et seulement si) :
3 P,Q € SL,(Z) telles que A = PBQ™!

On note alors A =, B.
I1.1. Montrer que SL,(Z) < GL,(Z)

I1.2. En déduire que =, est une relation d’équivalence.

I1.3. Lorsque M’ =T; j(\) x M, comment se déduit (les lignes de) M’ de (celles de) M ?
On attend un résultat et une démonstration.

I1.4. Donner P'expression de la matrice S; j = T; (1) x Tj;(—1) x T; ;(1) avec (i # j).
Pourquoi est-ce bien une matrice de S£,,(Z).

IL.5. De méme quelle est la forme de la matrice T; j(—1) x T};(1) x T; ;(—1), peut-on la décrire en termes de Sy 7.



III Théoréme des facteurs invariants

Dans cette partie, nous démontrons le théoreme des facteurs invariants, ou des formes normales de SMITH-HERMITE

Toute matrice A € M,,(Z) est élémentairement semblables & une matrice de la forme
d 0 0(0 ---0
do
w0 :
Dy(dy,...dy)=1| o 0 d.|0 --- 0 | avecdi|ds|ds---|d. (relation de divisibilité).
0 0(o0 --- 0
0 00 0

Une version pour les matrices rectangulaires, et a coefficients dans un anneau principal quelconque existe

Nous commencerons par I’étude du cas n = 2. La démonstration générale se fera par récurrence.

III.1. Cas n =2 et M matrice diagonale.
) € Ms(Z). On note 6 = a A b.

a 0

Considérons M = < 0 b

(a) Montrer qu’il existe u,v € Z tels que

u v [ a 0 o
BY x M x B _<6 b)(.—M)

(Les matrices H et B ont été définies en premiere partie)

(b) Montrer qu’il existe a’,b’ € Z et € € {—1,1} tels que

(c) En exploitant I.5.(b), montrer que M est élémentairement équivalente & Da(a A b, —e X a V b).

III.2. Pourquoi le théoreme des facteurs invariants est vraie si M est une matrice d’ordre 17

II1.3. Soit n € N, n > 2. Supposons que le théoreme des facteurs invariants est vraie pour toute matrice de taille n — 1.
Considérons une matrice M € M, (Z) d’ordre n, non nulle.
(a) Notons v = min{|[M]; ;| | i,j € N, et [M]; ; # 0}. On suppose que v = |[M];; j,|.
Donner deux matrices Sy et S € SL,(Z) tels que M’ = Sy x M x Sy avec [M']11 = v, [M'];yjo = [M]11, et
pour i # o, j # jo, [M']ijo = £[Mlix, [M'lig; = £[M]1; et [M'];; = [M];.
On fera attention au cas : [M];, j, > 0 ou [M];, j, < 0 et aux situations ig = 1, i9 # 1, jo = 1, jo # 1.
(b) Montrer qu’il existe deux matrices Q1, Q2 € SL,(Z) tels que M" = Q1 x M’ x Qo
avec pour tout i,j € Ny, [M"]1 ; = ([M'];;)%v (reste de la division euclidienne),

[M"]in = ([M']; )%y et [M"];; = [M];;
al0 -~ 0
0
(c) Déduire que M est élémentairement équivalente a une matrice : o avec My € M,,_1(Z), puis
: 1
0
a une matrice de la forme D, (a,ds...,d,) avec da|d3 - - - |d,(de taille n).

(d) En exploitant la question III.1., montrer que M =, D,(a A da,a V da,ds ...d,) (de taille n).

(*) Conclure.

Le théoréme énonce également 'unicité d’une telle décomposition avec la condition dy € Z, da,ds, . ..d, € N (a démontrer
avec des extractions de déterminants).
Chaque classe d’équivalence (pour la relation d’équivalence élémentaire) a donc un et un seul représentant sous la forme
précédente. On a donc trouvé un systeme de représentant de la classe d’équivalence.
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Correction

EXERCICE - CONVEXITE

On considere ¢ : R} — R, concave (i.e. —p est convexe).

On lui associe la fonction f : R?> — R définie par f(z,y) =y X ¢ ( )
)

Va,yecREVAC[0,1], oAz+(1—Ny) = p(z)+ (1= Ne(y)

X

.1. Préliminaires. On considere a € R et hq : ¢ — £ :

(a)

(b)

Comment calculez-vous hy(v/2)?

Tout simplement et normalement avec les fonctions exponentielle et logarithme :

he(V2) = V2" = exp(r(Inv/2)) = exp (g In 2)

/1

Montrer que hq est dérivable deux fois sur R et calculer hy,.

La fonctions In est deux fois dérivable sur RY et exp sur R. Par composition, h, est également deux fois

dérivable sur R .
(On peut également exploiter les fonctions puissances).

Et pour tout = > 0, hl,(z) = az® !, b (z) = a(a — 1)z*2

/1,5

Montrer que a €]0, 1] = h, concave.

Soit « €]0, 1], alors pour tout x > 0,

-2
Ri(z)=_a (a—1)g* 2 <0
>0 <0 >0

Ce qui donne un critere suffisant pour affirmer que h, est concave.

‘Bilan ca €]0,1] = hq, COHC&VQ.‘

/1

Quelle est la contraposée de I'implication de la question précédente ?

La contraposée d’une application A = B et nonB = nonA.

Mais attention ici, le contraire de < étre concave >, n’est pas « étre convexe >.

Il s’agit de : h, n’est pas concave = a > 1.

/1

.2. Montrer que la somme de deux fonctions concaves est concave.

Soit g1 et go deux fonctions concaves sur 1.
Soient z,y € I et A € [0,1],

(1+92) Az +(1=Ny) =g Az+(1-Ny)+gAz+(1-N)y)

= (Ag1(x) + (1 = AN)g1(y)) + (Ag2(z) + (1 — A)g2(y)) par concavité de g et ga

(g1 +92) Az + (1 =Ny) = Mg1 +g2)(x) + (1= N)(g1 +92)(y)

‘Donc si g1 et go sont concaves sur I, g; + go est concave sur I. ‘

/1




.3. On reprend les notations données en début d’exercice. Montrer que pour tout (1, z2,y1,y2) € (R1)4,

f(xr,y1) + f(x2,y2) < f(21 + 22,91 + 32)

Soient x1, xa,y1,y2 > 0.
¢ est concave sur R, donc V X\ € [0, 1] et z,y >0, p(Az+ (1 — Ny) = Ap(x) + (1 = N)p(y).

On applique cette inégalité pour x < (> 0), y —2(> 0) et A « UL (€1[0,1]) (donc 1 — X = 2y,
Y1 Y2 Y1+ y2 Y1+ y2

fl,u) + flz2,92) = np <y1> + Yoy (;) = (1 +v2) Ap(x) + (1 = Ne(y))

é (41 + yg)(go(/\a: +(1— /\)y)) = (y1 +y2)p (WQQ@

= f(x1+ z2, 11 + y2)
+ )
y1+y2>0 o ¥2

/2
Y (z1,22,91,52) € (R, flor,m) + f(22,y2) < flz1 + 22, y1 + y2).

4. En déduire que pour tout n € N*,

n

V (21,22, an) € (R V (y1,42, - yn) € (RL)", [k, yr) (Zwmzyk) (%)
k=1

k=1

On procede par récurrence.
Notons, pour tout entier n > 1,

Pui <V (21,22, .. n) € RL)Y (y1,92, - yn) € (RD)™, Zf Tk, i) (Zxkz.yk) >.
k=1

— P est vraie : il y a le méme unique terme de part et d’autre de I'inégalité : f(x1,y1).
(P2 aussi d’apres la question précédente, mais a ce stade de la démonstration, cela n’est pas nécessaire).
— Soit n > 1 telle que P, est vraie.
Soient (x1,x2,... Ty, Tpt1) € (Ri)"“, (Y1,Y2, - - - Yny, Yn+1) € (Ri)”“, Notons X =21 + 22+ -+ 2, € R
et Y =y1+y2+--+yn €RL.
D’apres la question précédente :

n+1 n+1
FX,Y) + f(@ng1,Yns1) < (X + 2041, Y + Yng1) (Z T, Zlﬁc)
=1

Et par ailleurs d’apres Py, Z f(zk,yk) < f(X,Y), donc par transitivité :
k=1

nt1 n+1 n+1
> F@rue) (Zxk,zyk>
k=1 k=1

Ainsi P, 41 est vraie.
La récurrence est démontrée. /2,5

n

v (-TI;-%?; . xn) € (R*—i-)nvv (y1,y2, .. -yn) € (R*+>n7 f xkvyk (Z wlmzyk) (*)

k=1

5. Quelle inégalité (re)trouve-t-on en appliquant la formule (x) pour ¢ : t — Vit?
(On commencera par montrer que ¢ est bien une fonction concave)

1
@ est ici h1 et comme a = 3 € [0,1], d’apres la premiére question,
2

 est concave.




On a alors f: (z,y) — vy

V (z1,22,...2n) € (RL)™,Y (Y192, -- - YUn

T
— et donc

Y

jzjyk\/ jzzxﬁgggi ji; =1

(%) devient :

) € (RL)",

3

3

k=1

k=1

n
Tk Z yr  Inégalité de Cauchy-Schwartz - pour a; = \/i, b; = \/yi

/1,5

6. Soitpe N, p>2

1
(a) Montrer que ¢, : t — (t» 4+ 1)? est concave.
On peut exploiter les deux premiéres questions.

p est un nombre entier, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :

(t/P +1)P = kz: <z>tk/p =1 +i (Z) hie/p(t)

k
Or k € [0, p], donc a = — €]0, 1], donc Ay, est concave sur R, .
p

La multiplication par une constante positive, ne change pas le caractere concave d’une fonction,

donc <£> hy/p est concave sur R%.

Enfin, par récurrence simple, d’apres la réponse a la question 2, ’addition de fonctions concaves est concave.l,5

*
©p est concave sur R7, .

(b) Quelle formule (re)trouve-t-on en appliquant la formule (%) & ¢, ?

On a donc

fr(rcyy)Hycp(x):yx (zszrl
y Y

1

p
1 1\P
> = <g;p —|—yp)

1\P . < :
car y = <y:ﬂ) Cela conduit donc & (en notant ¢/u le nombre u?) :

YV (z1,22,. ..

xn) €

(R3)"

gy € ®Y" S (R + )"

k=1

n

n
PIEE(P
k=1 k=1

En considérant a; = ¢/zj, (bijection de {/) et donc xp = ai et by = ¥/yk, on trouve :

/2

R )"

, (b1, ..

.bp) €

n

(R)™ 21> (ak + bi)”

k=1

Z a, + ? Z by — Inégalité de Minkowski

k=1 k=1




PROBLEME - DECOMPOSITION EN FACTEURS INVARIANTS
(DECOMPOSITION DE HERMITE-SMITH )

I Etude de S£(Z)

Dans cette partie, nous considérons uniquement des matrices d’ordre 2 a coefficients dans Z (si nécessaire dans Q).
On note

a b

det:Mg(Z)—>Z,< . d)r—)ad—bc.

L.1. Soit M, M" € Ms(Z). Montrer que

det(M x M') = det(M) x det(M")

. . . a1 b "y
Pour simplifier les notations, considérons que M = ( CCL d > et M = ( CCL, J >

On a alors

/ / / !
det (M x M') = det < ZZ, _—:__22, Z[l;, —1—1—_23’ = (aa’ + bc')(cb' + dd') — (abl + bd')(ca’ + dc’)
=ad'ct + ad'dd + bc'eb' + b dd — ab'ca’ — ab'dd’ — bd'ca’ — bd'dc’
=add'd — adb'¢’ — bea'd + beb'
= (ad — be)(a'd — b'c) = det M x det M’

/1

Pour toute matrices M, M’ € Ms(Z), det(M x M') = det(M) x det(M’).

b ) ol a,b,cet deZ.

[.2. Considérons une matrice M € Ms(Z), non nulle. Supposons que M s’écrive < @ d

_dc ;b ), une autre matrice de Mo (Z).

Notons N = (

(a) Evaluer M x N et N x M.
On donnera la réponse en fonction de det M.

Le calcul est direct : /0,5
| M x N =N x M =det MI.|

(b) En déduire que si det(M) € {—1,1}, alors M € GL3(Z) et donner M " (pour chacun des deux cas).

Ainsi, siad—bc=det M =1,ona M x N = N x M = Iy, donc M est inversible dans M,,(Z) car son inverse
est N € M, (Z).

Ainsi, si ad —bc =det M = —1,on a M x (—N) = (=N) x M = I, donc M est inversible dans M, (Z) car
son inverse est —N € M, (Z). /1,5

Bilan : si det(M) € {—1,1}, alors M € GL2(Z)
et M~ ! = ( d _ab ) (cas det M =1) et M~ ! = ( —d ) (cas det M = —1).

—C C —a

(¢c) Montrer que si ad —be € Z\ {—1,0,1}, alors M est inversible dans GL3(Q) mais que M~ ¢ M(Z).

Supposons que ad—bc € Z\{—1,0, 1}, alors M est également inversible (comme précédemment) dans M,,(Q)
1 _
avec M~ = ( d b )

ad—bc \ —c a



Pour que cette matrice soit a coeflicients entiers, il faut que ad — be divise a, b, ¢ et d.
Il existe donc, a’,b', ¢, d' € Z tel que a = (ad — be)a’, b = (ad — be)t, ¢ = (ad — be)d et d = (ad — be)d'.
Cela donne donc, en remplacant chaque facteur : ad — be = (ad — be)?(d’d’ — ).
Et donc (ad — be)(a'd — b'd) = 1.
Or ces deux nombres sont entiers donc (ad — be) € Z* = {—1,1} (les inversibles de Z). Contradiction. /1,5

Nécessairement, M~ ¢ Mo(Z).

(d) Enfin, montrer que si ad — bc = 0, alors M est diviseur de 0. Conclure que M n’est pas inversible.

Si ad — bc = 0, alors M x N = 0, donc M est un diviseur de 0 (M est non nulle et N, nécessairement

également).
Alors si M était inversible, on aurait N = I, x N = M~ x M x N = M~ x 0 =0 (matrice nulle).
Contradiction, car N est non nulle (comme M). /1

‘M n’est pas inversible. ‘

On a donc démontré que
GLo(Z) ={M € My(Z) | det M € {1,—1}}

On note
SLo(Z) ={M € Ms(Z) | det M =1}
1.3. Strucure.

(a) Montrer que GLo(Z) est un groupe.

L’ensemble M,,(Z) est un anneau (non commutatif). Puisque les regles opératoires sont celles des anneaux
classiques) et que I,, € M, (Z), et pour tout A, B € M, (Z), A— B et Ax B e M,(Z).

En fait M,,(Z) est donc un sous-anneau de M,,(R).

Et donc 'ensemble de ces éléments inversibles forme un groupe.

Donc GL9(Z) est un groupe.

On peut aussi montrer que GLo(Z) est un sous-groupe de GL2(Q). On applique la caractérisation 2 vue en
cours.

— Iy € GLy(Z), donc GLo(Z) est non vide.
— Soient A, B € GLy(Z), alors B™' € My (Z),
donc A x B~! € My(Z) :
pour tout 4,5 € Na, [AB_I]Z'J = [A]Ll[B_l]l’j + [A]i’Q[B_I]Q’j € Z.
Puis l'inverse de A x B! est B x A™!, produit de deux matrices entiéres,
donc (AB™H ™! € My(Z).
Ainsi, si A, B € GLo(7Z), alors A x B~' € GLy(Z). /1,5

‘Qﬁg(Z) est un groupe. ‘

(b) Montrer que SL2(Z) est un sous-groupe de (GL2(Z), X).

— Iy € S§L9(7Z), car det Iy = 1. Donc SLo(Z) est non vide.
— Soient A, B € SL3(7Z), alors A, B! € GLy(7Z),
avec det A =1 et 1 = det Iy = det(BB™!) = det B x det B~! = det B~! (det B = 1).
donc det(AB™') =det A x det(B™1) =1 x1=1.
Ainsi, si A, B € SLo(7Z), alors A x B™! € SLy(7Z). /1

‘SﬁQ(Z) est un sous-groupe de (GL2(Z), X). ‘




Par la suite, on s’intéresse tout particulierement aux matrices

(1) o=(12)

I.4. Exemples de matrices de SLy(Z).

(a)

Montrer que H et B € SLy(Z).

H est inversible d’inverse H™ ' = (1) _11 > € Ms(Z), donc H € GLo(Z).
Puisdet H=1x1-0x1=1.
1 0

B est inversible d’inverse B! = < 11

Puisdet B=1x1-0x1=1.
(On peut exploiter la réponse a 1.2.(b)). /1

) € My(Z), donc B € GLo(Z).

|H et B € SLy(Z).|

Compléter les matrices suivantes pour obtenir des matrices de SL2(Z)

an(U7T) e (P) e ()

Il n’a pas uncité de réponse, on peut prendre par exemple C7 = ( i ; ) ouCi = < (1) I )
3

2
4 3
Enfin pour la derniére matrice, on travaille un peu plus : on cherche b,d € Z tel que 13d — 17b = 1.
C’est la recherche d’un couple de Bézout ; on peut appliquer I'algorithme d’Euclide :

Pour, une réponse s’impose (mais elle n’est pas unique) Co := (ou sa transposé).
17=13x144 puis 13=4x3+1

Donc 1 =13 -3 x (17 —13) =4 x 13 — 3 x 17 On peut prendre C5 = ( 1?7) i) /1,5

Bilan(sansunicité)101:<i ;),022:<i ;),03:<1?7) i)

Pourquoi la matrice Cy suivante ne peut pas étre complétée en une matrice de S£L2(Z) ?

e (4)

Pour que Cy € §L9(Z), il faut qu’il existe b, d € Z tels que 4d + 8b = 1 ce qui impose (Bézout) 4 A8 = 1.
Or 4 A8 =4, il est donc /1

impossible de trouver b, d € Z tels que Cy := < ;1 Z > € SLy(Z).

Montrer que pour tout m € N, on peut trouver une matrice M de SLo(Z) tel que tr(M) = m.

-2
Pour tout entier m € N, la matrice ( 1 Z 1 > a une trace égale a 1 4+ (m — 1) = 1 et un déterminant
égalalx(m—1)—1x(m—-2)=m—-1—-m+2=1.
Etant a coefficients entiers, de déterminant égal a 1, cette matrice appartient a& SLo(Z). /1.5

1 m—-2 - .
M = < 1 m—1 > € SLy(Z) et vérifie tr(M) = m.
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1.5. Groupe engendré par H et B.

On note G =< H, B >, le groupe engendré par H et B, i.e. le plus petit sous-groupe de GL2(Z) contenant H et

B.
(a) Montrer que G < SL2(Z).

H € SL5(Z) et B € SL2(Z). Donc SL2(Z) est un groupe contenant H et B.
Or le groupe G est le plus petit groupe (au sens de l'inclusion) contenant H et B,
il contient donc tout sous-groupe contenant H et B, donc /1

G < SLy(2).

Nous allons maintenant montrer 'inclusion réciproque (question (d) et (e)), apres avoir fait quelques calculs.

(b) Calculer H~'BH ™' et HB™'H. Calculer (H™'BH )",

1

D’apres la formule trouvée en 1.2.(b), H™! = ( 0

1o ) Le calcul donne (en

1 S
1 )alorsqueH —(_1 1

raisonnant sur les opérations élémentaires sur les lignes ou appliquant directement le calcul) :

H'BH ' = (

0 -1
1 0

HB 'H = (

0 1
-1 0

On trouve alors

N

(H'BH ) = (

-1
0

0\ _(1oY_,
1) ~\o 1) 7

Ecrire simplement la valeur de H™ et B", pour tout entier n € Z. (On attend une démonstration).

Montrons par récurrence, pour n € N,
1 n 1 0
Qn:<<Hn:<0 1)6‘63":(” 1>>>
— Qp est vraie car H' = I, = B°.
Notons que Q1 est également vraie.
— Soit n € N. Supposons que @, est vraie.

1

H”“_H"xH_(O

B”+1_B”><B_< 1
n

Donc Q,, est vraie.

Soit n € Z~, alors —n € N, et H" = (an)il = <

-1 1 0
Et B" = (B™") _<_n )

) -(

Donc

1 0
n 1

/1

1 n
0 1

1 —n
0 1

) -(

) d’apres la question 1.2.(Db).

> d’apres la question 1.2.(b).

/1

pour tout entier relatif, n € Z, H" = <

1 n
0 1

Jar=(11)

d) Considérons M = | ¢ b e SLo (7).
c d

11



ii.

. Montrer que nécessairement a A c =1

Puisque M € SL5(Z), det M =1 et donc ad — bc = 1.
Donc d’apres la relation de Bézout, a A ¢|1 et donc /0,5

L’algorithme d’Euclide pour a et ¢ permet de créer deux suites finies d’entiers (gx)1<k<n €t (Tk)o<k<N-+1
telles que 1o = a, 11 = ¢, ry =aAc¢, ryy1 = 0 et pour tout k € [1, N, rp—1 = qx X g + rga1-

Calculer B™ ... x BT2H )M si N est pair et H INB™IN"L... « BT2H %) si N est impair.

Un premier calcul donne

_ 1 —q a b ro—qir1 b—qid ro b—qud
QN — _ _
H M_<O 1)X<c d>_< el d S\ d

Définissons alors également par récurrence une suite 3, par :

ﬁozb,ﬁlzd V1<k’<N7Bn+1:ﬁn71_Qnﬁn

On a alors 8y = By — q151 = b — q1d, terme en haut a droite de la matrice.
Finalement, on pose, pour tout h € N tel que h < N

Qn <K sih= Zk’B_Qh NG B_QQH—(hM — ( Th Bh >
Th+1  Bht1

etsih=2k+1,H %...x B2H )M = ( Tht1 Bh+1 > >
Th o Ph

B B ) _(a b\ (7o Bo
Pour h = 0, pair, on regarde donc M = ( c d > = < r B )

Donc Qg est vraie.

De méme le calcul précédent prouve que Q; est vraie.
— Soit h < N — 1, supposons que Qy, est vraie.

Si h + 1 est pair, alors h est impair, on a d’apres Q, :

B9+l x 79 ... x B2 N\ = ( 1 0 > X < The1  Bhy )

—qn+1 1 ™ Bn
_ Thil Bh+1 > _( Th+r Brr )
Th = Qrt1Th+1  Bh — Qh1Tht1 Thi2 DBhio
Si h + 1 est impair, alors h est pair, on a d’apres Qp, :
H 9+l x B9 ... x B RH Q)N = ( L —gnr > % < Th Bh >
0 1 Thi1 DBrtl
_( "= @n1rhtr Bh = Gnrthir \ _ [ The2 Bt )
Tht1 Bh+1 Tht1 Bh+1
Donc, tous les cas sont vérifiés et Qp 41 est correct.
On trouve donc pour h = N /2,5

B IN...x BTRH N )N — ( TN BN > et H 9N ...x BRH ) — ( TN+1 BN+l >
TN+1 BN+l TN BN
N=0[2] N=1[2]
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iii. En déduire qu’il existe deux matrices G et G2 € G, deux entiers 3,9 € Z tels que

G1XM><G2:<G6\C /§>

Notons que ry41 =0et ry =aAc=1.

D’apres la question précédente,

e si N est pair, alors en notant Gy = B™ % ... x BT H ™" € SLy(Z) (car produit d’éléments de SL2(Z)
qui est un groupe) et Go = Iy € SLo(Z).

OnaalorsGlxMxG2:<é 561\[ )
N+1

. . . 0 1
e si N est impair, alors en notant G; = (

10 )H‘JN <+ X BTRH M € SLy(Z) (car produit
d’éléments de SL2(Z) qui est un groupe) et Go = Iy € SLo(Z).

OnaalorsGlxMxG2:< 01 é)(? ﬁgH):(é gN >
o N —PN+1

Dans tous les cas (indépendamment de la parité de N) : /1.5

Il existe deux matrices G et Gy € G, deux entiers 3,9 € Z tels que G1 X M x Go = < 1.5 )

iv. Quelle est la valeur de § 7
Pour le calcul de §, on pourra exploiter la question 1.

On avuque aAc=1, et puis M € SL2(Z) donc det M = 1.
Par ailleurs, G1,Ga € G C SL2(Z), donc on a également det G; = det Gy = 1.

Et, avec la premieére réponse (det AB = det Adet B), on trouve que det < A ) =1xd=1 /1

0 ¢

v. En déduire qu’il existe Gg € G tel que G1 Xx M x G3 = I5.

On fait simplement 'opération sur les colonnes Cy + Cy — 5CY, soit le calcul matriciel par la droite par
HP.
On trouve alors

GlxMxGQXH_’B:(l B><1 _B>:12

0 1 0 1
/1
‘Gl XMXGgIIQ‘
(e) Conclure
G est un groupe, donc G7 et G% sont inversible dans G, on a donc
M= (@) x (G eg

Ainsi tous les éléments de SLo(Z) sont dans G, i.e SLo(Z) C G.
Nous avons vu en 1.5.(a) l'inclusion réciproque. /1,5

‘Ainsi SLy(Z) = G =< H, B > (groupe engendré par H et B). ‘
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II Matrices élémentairement équivalentes

Dans cette partie, n est un entier fixé quelconque supérieur ou égal a 2.

On rappelle que GL,,(Z), est 'ensemble des matrices d’ordre n, & coefficients entiers, inversibles et dont les inverses
sont également & coefficients entiers. On admet qu’il s’agit d’un groupe.
Pour tout (i,j) € N2, on note E; ;, la matrice ayant un 1 en ligne 7 et colonne j et des 0 ailleurs.
On note également pour tout i # j € N et tout A € Q, T; ;(A) = I, + A\E; ;.
On notera plus rapidement T; ; au lieu de T; (1) lorsque A = 1.

On note SL£,,(Z), le groupe engendré par les matrices (75 ;) ;-
Rappelons qu’il s’agit du plus petit groupe contenant les matrices (75 ;)i;.

Soient A et B de M,,(Z). On dit que A est élémentairement équivalente a B si (et seulement si) :
3 P,Q € SL,(Z) telles que A = PBQ™*

On note alors A =, B.
I1.1. Montrer que SL,(Z) < GL,(Z).

I, € SL,(Z), donc SL,(Z) est non vide.
SL,(Z) est un groupe : c’est un groupe engendré, le plus petit au sens de I'inclusion contenant les matrices 7; ;.
Or celle-ci sont toutes inversibles, donc dans GL,,(Z).
Par conséquent, GL,(Z) est un groupe contenant toutes les matrice T; j,
il contient donc nécessairement SL,(Z), le plus petit (au sens de l'inclusion). /1,5

[(5£4(2),+) < (9£4(Z), +). |

11.2. En déduire que =, est une relation d’équivalence.

— Pour tout A € M,(Z), comme I, € SL,(Z) et que A =1, x Ax I},
ona A=, A, donc =, est réflexive.
— Soient A, B € M, (Z), telles que A =, B.
Donc il existe P,Q € SL,(Z) telles que A = PBQ™".
Donc P,Q € GL,(Z) et on a B = P 'AQ, comme P!, Q™' € SL,(7Z),
on affirme que B =, A, donc =, est symétrique.
— Soient A, B,C € M, (Z), telles que A=, B et B=,C.
Donc il existe P,Q € SL,(Z) telles que A = PBQ L.
Donc il existe R, S € SL,(Z) telles que B = RCS™.
Donc A = (PR)C(QS)™!, et PR € SL,(Z) et QS € SL,(Z) car SL,,(Z) est un groupe.
Ainsi A =, C, donc =, est transitive. /15

‘Ee est une relation d’équivalence sur My, (Z). ‘

I11.3. Lorsque M’ = T; ;(\) x M, comment se déduit (les lignes de) M’ de (celles de) M ?
On attend un résultat et une démonstration.

On a vu en cours que /0,5
Vk#id, Lg(M') = Li,(M) et Li(M') = L;(M) + AL;(M).

Montrons le :
EJ()‘) XM = (In + /\EZ'J) XM =M+ )\Eiij
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Or M = Z[M]k:,hEk:,h et EjjEyp = 0;xLip, donc
k,h

n

Ei M = Z[M]k,hEi,jEk,h = Z[M]j’hEZ’7h
k,h h=1
Done pour k # i, Li(E; ;M) = ) [M]jnLi(Ein) =0 ot Li(EijM) = Y [M];nLi(Ei, h) = L;j(M).
h=1 h=1
Ainsi I

Lg(M") = Lp(M)+0 Li(M')=L;(M)+ AL;(E; ;M) = L;(M) + AL;j(M).

II.4. Donner I'expression de la matrice S; j = T; (1) x Tj;(—1) x T ;(1) avec (i # j).
Pourquoi est-ce bien une matrice de SL,,(Z).

On fait le calcul directement
Sij = Un+ Eij)(In = Eji)(In + Eij) = (In + Eij — Eji — Eii)(In + Eij)
=In+ EBij—Eji— Bii+Eij+0—Ejj—EBij=1In— Ei; — Ej;+ Eij— Ej;

)

Autre méthode (en regardant le calcul sur les opérations élémentaires),

A R A
la multiplication & gauche par T; ;(1) conduit aux opérations élémentaires Lb) Ll(l) T4
o LY
J J
AR S A A
la multiplication a gauche par T} ;(—1) conduit aux opérations élémentaires LE?’) . LZ(.Z) B L€2) : JL (1)
J J i i

(4)

la multiplication & gauche par T;;(1) conduit aux opérations élémentaires { 1(4)

J J ¢ /1.5

Ainsi S; j est presque une matrice de transposition (permutation), c’est I, — E;; — E; j + E; j — Ej;,
multiplier M par la gauche par cette matrice conduit & L;(M’) = Lj(M) et Lj(M') = —L;(M)

S; ; est le produit de trois éléments de SL,,(Z), puisque T; ;(1) est une matrice de transvection simple et T} ;(—1) =
Tjjil est I'inverse d’une matrice de transvection simple et que S£,,(Z) est un groupe -donc contient tous les inverses
et les produits. /0,5
Ainsi Si,j S Sﬁn(Z)

IL.5. De méme quelle est la forme de la matrice T; j(—1) x Tj,(1) x T; j(—1), peut-on la décrire en termes de Sy j, 7.

On trouve, /1

Rij = (In— Eij)(In+ Eji)(In — Eij) = (In — Eij + Eji — Eii)(In — Eij)
=In—Eij— Eij + 0+ Eji — Ejj — Big+ Bijj = In — Biy — Ejj — Eij+ Eji = Sj

IIT Théoreme des facteurs invariants

Dans cette partie, nous démontrons le théoreme des facteurs invariants, ou des formes normales de SMITH-HERMITE

Toute matrice A € M,,(Z) est élémentairement semblables & une matrice de la forme
d 0 -~ 0]0 --.0
&y .
D 0
D,(dy,...dy;) =1 0 0 d.|0 --- 0 | avecdi|ds|ds---|d (relation de divisibilité).
0 0/o0 -+ 0
0 010 0
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Une version pour les matrices rectangulaires, et a coefficients dans un anneau principal quelconque existe

Nous commencerons par I’étude du cas n = 2. La démonstration générale se fera par récurrence.

II1.1. Cas n =2 et M matrice diagonale.

a 0

Considérons M = ( 0 b ) € My (Z).
On note 6 = a A b.

(a)

Montrer qu’il existe u,v € Z tels que

u v a 0 ol
BY x M x B _<5 b>(‘_A)

(Les matrices H et B ont été définies en premiere partie)

D’apres le théoreme de Bézout, il existe u,v € Z tels que au + bv = 4.
On a donc (pour le calcul de B*, voir 1.5.(c)) : /1

rer () (G- DD (ae - 1)

Montrer qu'il existe a’, b’ € Z et e € {—1,1} tels que

H_a/XM/XH_b/:<g EX([C)L\/b)>

§ = a Ab, donc dla et 6|b, il existe a’, b’ € Z tels que a = da’ et b = §b'. On a alors (pour le calcul de H“/,

voir 1.5.(c)) :
1 —d a 0 1 =6\ [(a—ddé —db 1 =
0 1 6 b 0 1 - ) b 0 1
(0 —a'b 1 —b (0 —a'b (0 —a'b
s b 0 1 ) \d =bé+b) \ & O
ab ab

Or —db=—-——=— =exaVbavece=1siab<0Oete=—1siab>0. 2
1) Ab
a

H % x M x g™

alb 0

Ilexistea’,b’ezete:1siab<0ete:—1siab>0te1squeH“’xM'xH”:( 0 ex(aVh) >

En exploitant 1.5.(b), montrer que M est élémentairement équivalente & Da(a A b, —€ X a V b).

0 1
-1 0
On a (en notant M", la matrice trouvée a la question précédente) :

On consideére alors R=H 'BH ! = ( ) € SL9(Z) d’apres L.5.(b).

Ab 0
< M = a — M
s ( 0 —e(aVd) ( )
Par transitivité, comme M =, M’ =, M" =, M"", on trouve /1,5
M est élémentairement équivalente & Da(a A b, —e x a V b), avec e =1 si ab < 0 et e = —1 si ab > 0. ‘

On note que a A b divise € x (a VD). ..
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III.2. Pourquoi le théoréeme des facteurs invariants est vraie si M est une matrice d’ordre 17

Si M est d’ordre 1, alors M = (d) est directement sous forme de la décomposition de SMITH-HERMITE.

‘Donc le théoréme des facteurs invariants est vraie si M est une matrice d’ordre 1.

/0,5

n— 1.
Considérons une matrice M € M, (Z) d’ordre n, non nulle.
(a) Notons v = min{|[M]; ;| | i,j € N, et [M]; ; # 0}. On suppose que v = |[M];, j, |-

II1.3. Soit n € N* et n > 2. Supposons que le théoreme des facteurs invariants est vraie pour toute matrice de taille

Donner deux matrices Sy et S € SL,(Z) tels que M’ = Sy x M x Sy avec [M']11 = v, [M'];yjo = [M]11, et

pour i # do, j # jo, [M'lijo = £[Mlix, [M')ig,j = £[M]1j et [M']; j = [M]; ;.
On fera attention au cas : [M] > 0 ou [M] < 0 et aux situations ig = 1, i9 # 1, jo =1, jo # 1.

10,J0 10,J0

En fin de seconde partie, on a construit S; ; € SL2(Z) (pour tout i # j)

e P /14 . RPN L+ L,
qui fait les opérations élémentaires (multiplication & gauche) : ! A
Lj — —Li
. . , . 1, . .. . N . Cz < —Cj
qui fait les opérations élémentaires (multiplication & droite) : .
Cj +— C;

Plusieurs cas possible selon les valeurs de %, jo.
— Siidg=1et jo=1, et [M]; j, > 0 on ne fait rien.

et siig = 1et jo =1, et [M];, j, <0, on multiplie par la matrice diagonale D(—1,—1,1...1) € SL2(Z)

(se démontre comme (HB™'H)? en 1.5.(b)).
On a donc bien ’équivalence élémentaire recherchée (avec I,,)
— Siig # 1 et jo=1, (v est situé sur la premiere colonne).
on échange les lignes L; et L;;, selon que [M];, j, est positif ou négatif (respectivement),
on fait { LI;: :521 ou { Lll,i:_e_[L,lio (respectivement) ,
autrement écrit, on multiplie & gauche par Si;, ou Sj,1 respectivement (et I,, & droite).
On a donc bien ’équivalence élémentaire recherchée.

/1

/1

— Siig =1 et jo # 1, (v est situé sur la premiere colonne) on échange les colonnes C et Cj,, selon que

[M]i, j, est positif ou négatif (respectivement),
. 01 «— C; Cl +— —C; .

f t Jo Jo t t
on fai { C;y — —Cy ou { C,, « C (respectivement) ,
autrement écrit, on multiplie a droite par Sj, 1 ou S j, respectivement (et I,, & gauche).
On a donc bien I’équivalence élémentaire recherchée.

— Siig # 1 et jo # 1, on fait successivement les deux opérations :
Ly Lio . Ci + Cjo . C1 + —C;
Ml - Jo

{ Lio < *Ll puis Cjo < *Cl (Sl [ ]ZO’]O = 0) ou Cjo < Cl
On a donc bien ’équivalence élémentaire recherchée.

(Si [M]io,jo < O)'

Dans tous les cas, on peut placer, par opérations élémentaires, donc équivalences élémentaires,
v en position (1, 1) puis faire alors le reste des opérations envisagées. . .

/1

i

(b) Montrer qu’il existe deux matrices Q1, Q2 € SL,(Z) tels que M" = Q1 x M’ x Qo avec pour tout i,j € N,,,

[M"]1; = ([M"]1,;)%v (reste de la division euclidienne) et [M"];1 = ([M'];1)%v et [M")]; j = [M]; ;

Chaque terme de la premiere colonne de M’ se divise par v de la fagon suivante : [M'];1 = vq; + r;.
Chaque terme de la premiere ligne de M’ se divise par v de la fagon suivante : [M /]Lj =vsj +t;.
Puis, on fait les opérations matricielles (pour ¢ > 1) : L; <~ L; — ¢;L1 et C; - C; — 5;C}.

n

Cela se code matriciellement par la multiplication a gauche par Q1 = H Ti1(—r;) € SL,(Z) (cela commute)

1=2

et a droite par Q2 = H T1,j(—s5) € SL,(Z).
j=2

17
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()

Il existe deux matrices Q1, Q2 € SL,(Z) tels que M” = Q1 x M’ x Qo
avec pour tout i,j € Ny, [M"]1; = ((M']1;)%v = sj et [M"];1 = ([M'];1)%v = r;.

‘0 e 0

a
. . . . 0

En déduire que M est élémentairement équivalente & une matrice ) avec M1 € M,,_1(Z),

M,y

puis & une matrice de la forme D, (a,ds...,d,) avec da|ds - - - |d,.

A la fin du processus algorithmique commencé lors des deux questions précédentes, nous n’avons pas trouvé
une colonne et une ligne de 0, mais une colonne et une ligne de terme plus petit que v.
On recommence ainsi tout le processus :

1. choix du minimum non nul sur la premieére colonne et premiere ligne (tant que cela est possible).
2. déplacement en haut de la matrice, en conservant ’équivalence élémentaire
3. division euclidienne des termes.

On obtient une suite des choix de minimum strictement décroissante et a valeurs entieres donc nulle a partir
d’un certain rang.

A D'étape juste précédente, on a eu impossibilité de choisir un minimum, i.e. tous les termes de la premiere
ligne et premiére colonne (sauf celui en position (1,1)) sont nuls. /2

0 --- 0

a
. . 7 . . ~ . 0

Ainsi M est élémentairement équivalente & une matrice ) avec M1 € M,,_1(Z).

My

Puis cette matrice M est de taille n — 1, on peut donc appliquer ’hypothese de récurrence considérée comme
vraie pour toute matrice de cette taille : M; est élémentairement équivalente & une matrice D,_1(do,...d,)
avec daldg|- - |d,.

On note Wy et Wy € SL,,—1(Z) telles que W1 x M1 x Wo = D,_1(dg, . ..d,) avec da|ds| - - - |d,, alors par blocs :

110 al 0O 110 a 0
X X = :Dr(a,dl,...dr)
0| W 0| M 0| Wy 0| WiMW,

Puis on décompose Wj en produit de transposition de taille n — 1, et on reporte dans un calcul par blocs, on
trouve des transpositions de taille n.

110 110
Donc et € SL,(Z), puis par transitivité, /2
0| W1 0] Ws
‘Donc M est élémentairement équivalente & une matrice de la forme D, (a,ds ..., d,) avec da|ds - - |d,.

En exploitant la question III.1., montrer que M =, D,(a A da,aV ds,ds . ..d,).
Conclure.

D’apres la question III.1, Ds(a, d2) est élémentairement équivalente & Da(a A da, € X a V d2).

a B 0
La encore, en exploitant le produit par blocs avec des matrices du type | v § ,
0 In—2
on trouve par transitivité, que /2
M est élémentairement équivalente & D,(a A dg, € X a V da,ds,...d,) avec da|ds|- - - |d,.
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On alors §; = a A b|d2 = a V b, mais aussi 01|da|ds . . ..

Puis on applique le méme principe avec (a V dg) et ds (coefficient 2 et 3), on obtient d2 = (a V d2) A d3, donc
01|d2|d3] . .. d, et ainsi de suite. Par blocs, on a des matrice élémentairement équivalentes.

En notant &, = (VX_,di) A dj41, on trouve /2

| M =, D,(61,05,..0,) avec &[%| -+« |3,

Et donc le théoreme des facteurs invariants est vrai en taille n. La récurrence est démontrée.
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